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يكي از قضاياي پر كاربرد در نظريه اعداد است كه چون در كتاب هاي نظريه اعداد نيامده است و آموزش آن به  دوخطلم *

اين  عهده ه مي شود برصورت ناهمگن به برخي دانش آموزان علاقه مند به المپياد قبل از دوره هاي باشگاه دانش پژوهان داد

  .سايت است كه به صورت خلاصه آن را توضيح دهد

عاد كردن ،  اين لم از قضاياي پايه اي نظريه اعداد نيست و لازم است خواننده پيش از خواندن آن به مطالبي از قبيل*

قضيه اويلر و دستگاه هاي همنهشتي و اعداد اول مسلط باشد همچنين به عقيده نويسنده مباحثي مانند قضيه كوچك فرما و 

و مرتبه و ريشه اوليه از لحاظ اولويت در مرتبه بالاتري ) طبق كتاب نظريه اعداد خانم ميرزاخاني(كامل و مخفف مانده ها 

 .نسبت به اين قضيه قرار دارند پس توصيه مي شود ابتدا خواننده به آن مطالب مسلط شود

وقتي اين لم را بلد نيستيد در حل مسايل مجبور هستيد هر بار كه مسئله اي  آموختن اين لم ضرري دارد و آن اين است كه*

را حل مي كنيد تا حدي مراحلي را طي كنيد و با ساختارهايي آشنا شويد كه گذشته از اين لم بسيار پر كاربرد هستند ولي در 

چشم شما مخفي مي مانند پس توصيه مي شود كه  هنگام استفاده از اين لم اين مراحل و ساختارها همگي در اين  ابزار قرار و از

سعي كنيد خود اين لم را اثبات كنيد و در صورتي كه تلاش شما براي اين كار نتيجه نداد بخشي از راه حل را نگاه كرده و 

حل بالا را سعي كنيد حل را خود كامل كنيد و آنقدر اين كار را انجام دهيد تا حل كامل شود همچنين اكيدا توصيه مي شود مرا

  .براي تمامي مسائل انجام دهيد تا نتيجه مطلوب را بگيريد

مخصوصا ( بخشي از آنچه در ادامه مي آيد از مقاله اي در در مجله رياضيات ترجمه آقاي ارشك حميدي نقل شده است*

شده و بخشي نيز از خود بخشي ديگر از آن نيز از آنچه در دوره هاي المپياد تدريس شده انتخاب  )تعداد زيادي از سوالات

  !است پس اميد است كه به سرقت علمي متهم نشويم )ها(نويسنده

از مطالعه اين مطلب توجه كنيد كه در ميان سوالات چند قضيه مهم نيز گنجانده شده است كه مطالعه آنها به حل پيش *

  .پس به اين قضايا نيز توجه كنيد.مي آيند كمك مي كند در ادامه شانمسائلي كه 
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  .را براي اعداد اول استفاده مي كنيم  � و �در ادامه : قرار داد

  || دوخطعلامت : تعريف

  .اين علامت نشان دهنده بزرگترين تواني از يك عدد اول است كه عددي ديگر را عاد مي كند

  :مثال

32||63 

��||���� 

  �||�||: صورت ديگر

  .را مي شمارد �ست كه عدد ا �منظور بزرگترين توان 

  :مثال

�|�	�
|�� = α 

 واضح است كه:نكته

||��||� = ||�||� + ||�||� 

�|�نسبت به هم اول باشند و  �و  �اگر : لم −   :را نشمرد آنگاه �و  �هيچ كدام از  �و  �

)1:(  

||�� − ��||� = ||� − �||� 

  م كهيدار

�� − y� = �x − y��x��1 + x��2y1 + x��3y2 + ⋯ + y��1� 

  پس كافي است كه نشان دهيم 

� ∤ x��1 + x��2y1 + x��3y2 + ⋯ + y��1 

  يا 
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x��1 + x��2y1 + x��3y2 + ⋯ + y��1 ≢ 0 �  به پيمانه �

  ولي داريم كه 

� ≡ � �  به پيمانه �

  پس

x��1 + x��2y1 + x��3y2 + ⋯ + y��1 ≡ x��1 + x��2�1 + x��3x2 + ⋯ + x��1

≡ ����1 �  به پيمانه �

  .بخش پذير نباشد كه واضح است �بر  ����1پس بايد نشان دهيم كه 

�|�نسبت به هم اول باشند و  �و  � و  باشد  )عددي فرد( �اگر : لم +   :داريمرا نشمرد  �و  �هيچ كدام از  � آنگاه اگر.�

)2:(  

||�� + ��||� = ||� + �||� 

  داريم كه

�� + y� = �x + y��x��1 − x��2y1 + x��3y2 − ⋯ + y��1� 

  پس كافي است كه نشان دهيم 

� ∤ x��1 − x��2y1 + x��3y2 − ⋯ + y��1 

  يا 

x��1 − x��2y1 + x��3y2 − ⋯ + y��1 ≢ 0 �  به پيمانه �

  ولي داريم كه 

� ≡ −� �  به پيمانه �

  پس

x��1 − x��2y1 + x��3y2 − ⋯ + y��1 ≡ x��1 − x��2�−��1 + x��3�−x�2 − ⋯ + �−x���1

≡ ����1 �  به پيمانه �
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  .واضح استبخش پذير نباشد كه  �بر  ����1پس بايد نشان دهيم كه 

  :دوخطاول لم  حالت

�|�باشد و  2عددي اول جز  �اگر  −   :بخشپذير نباشد آنگاه �هيچ كدام بر  �و   �و  �

)3:(  

||�� − ��||� = ||� − �||� + ||�||� 

  :اثبات

  اثبات  با تمام فرض هاي صورت لم زير راعبارت ثابت مي كنيم براي اين منظور ابتدا  حكم را �با استقرا روي عوامل اول 

  :مي كنيم

)4:(  

||�� − ��||� = ||� − �||� + 1 

  مانند آنچه در اثبات لم آمد كافي است نشان دهيم كه 

�|x��1 + x��2y1 + x��3y2 + ⋯ + y��1 

  و

�2 ∤ x��1 + x��2y1 + x��3y2 + ⋯ + y��1 

  م كه يبراي حكم اول دار

x��1 + x��2y1 + x��3y2 + ⋯ + y��1 ≡ ����1 ≡ 0 �  به پيمانه �

�براي حكم دوم نيز داريم كه  = � + "�  

1 اگر .حال يك نكته را نشان مي دهيم <  $ <   :نشان مي دهيم كه  � 

�%���1�% ≡ ���1 + $"����2 �  به پيمانه �2
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  : ه صورت رو به رو استاثبات آن ب كه

�%���1�% ≡ �� + "��%���1�% ≡ &�% + $�"����%�1� + $�$ − 1�
2

�"��2��%�2� + ⋯ ' ���1�%

≡ (�% + $�"����%�1�)���1�% ≡ ���1 + $"����2 �  به پيمانه �2

:است براي نشان دادن حكم دوم آنچه اثبات كرديم ابزاري  
���1 + ���2�1 + ���3�2 + ⋯ + ���1

≡ ���1 + ����1 + "����2� + ����1 + 2"����2� + ����1 + 3"����2� + ⋯
+ ����1 + �� − 1�"����2� ≡ ����1 + �1 + 2 + ⋯ + � − 1�"����2

≡ ����1 + *��� − 1�
2

+ "����2 ≡ ����1 + � − 1
2

"�2���1 ≡ ����1

≢ 0 �  به پيمانه �2

 .پس حكم دوم نيز اثبات شد

�حال فرض كنيد  = ,��كه   ��� �� = �چون  طبيعي "براي هر  با توجه به اين كه(پس  1 − �|�- − آنگاه  -�

�|�- −   داريم كه ) -�

||�� − ��||� = ./(��0)1 − (��0)1/.� = �|��0 − ��0|�� = ./(��021)� − (��021)�/.�
= �|��021 − ��021|�� + 1 = ./(��022)� − (34526)4/.4 + 7
= �|84526 − 34526|�4 + 6 = ⋯ = 9/(847)7 − (347)7/9

4
+ 5 − 7

= ||8 − 3||4 + 5 = ||8 − 3||4 + ||:||4 

  

  .استفاده شده) 4(و برخي ديگر از  6يا  4و در تساوي ) 1(كه در تساوي دوم از لم 

  .پس اثبات كامل است
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  :دوخطحالت دوم لم 

�|�باشد و  عددي اول �اگر  +   :آنگاه فرد باشد �و بخشپذير نباشد  �هيچ كدام بر  �و  � و  �

)5:(  

||�� + ��||� = ||� + �||� + ||�||� 

 :اثبات

  .تقريبا اثبات قسمت قبل را تكرار مي كنيم

ا ثابت مي كنيم براي اين منظور ابتدا عبارت زير را با تمام فرض هاي صورت لم حكم ر �باز هم با استقرا روي عوامل اول 

  :اثبات مي كنيم

)6:(  

||�� + ��||� = ||� + �||� + 1 

  مانند آنچه در اثبات لم آمد كافي است نشان دهيم كه 

�|x��1 − x��2y1 + x��3y2 − ⋯ + y��1 

  و

�2 ∤ x��1 − x��2y1 + x��3y2 − ⋯ + y��1 

�با توجه به رابطه براي حكم مشابه حالت قبل  ≡   م كه يدار �−

 
x��1 − x��2y1 + x��3y2 − ⋯ + y��1 ≡ ����1 ≡ 0 �  به پيمانه �

�براي حكم دوم نيز داريم كه  = −� + > 1و  �"  $ <  �.  
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  :پس داريم كه 

�%���1�% ≡ �−� + "��%���1�%

≡ &�−��% + $�"����−��%�1� + $�$ − 1�
2

�"��2��−��%�2� + ⋯ ' ���1�%

≡ (�−��% + $�"����−��%�1�)���1�%
≡ �−1�%���1 + �−1�%�1$"����2 �  به پيمانه �2

 پس 
���1 − ���2�1 + ���3�2 − ⋯ + ���1

≡ ���1 − �−���1 + "����2� + ����1 − 2"����2� − �−���1 + 3"����2� + ⋯
+ ����1 − �� − 1�"����2� ≡ ����1 − �1 + 2 + ⋯ + � − 1�"����2

≡ ����1 − *��� − 1�
2

+ "����2 ≡ ����1 − � − 1
2

"�2���1 ≡ ����1

≢ 0 �  به پيمانه �2

 .پس حكم دوم نيز اثبات شد

�حال فرض كنيد  = ,��كه   ��� �� = �چون  فرد طبيعي "با توجه به اين كه براي هر (پس  1 + �|�- + آنگاه  -�

�|�- +   داريم كه ) -�

||�� + ��||� = ./(��0)1 + (��0)1/.� = �|��0 + ��0|�� = ./(��021)� + (��021)�/.�
= �|��021 + ��021|�� + 1 = ./(��022)� + (��022)�/.� + 1

= �|��022 + ��022|�� + 2 = ⋯ = ./(��1)1 + (��1)1/.� + ; − 1 = ||� + �||� + ;
= ||� + �||� + ||�||� 

  .است استفاده شده) 6(و برخي ديگر از  6يا  4و در تساوي ) 2(كه در تساوي دوم از لم 

�چرا حالت : 1سوال  =   را جدا كرديم؟ كجاي اثبات به مشكل بر مي خورد؟ 2

  :زير را نشان دهيد هاي سوال بالا يا خواندن راه حل آن مساله پس از حل كردن
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�|4اگر  :2سوال  −   :بخشپذير نباشد آنگاه 2هيچ كدام بر  �و   �و  �

)7:(  

�|�� − ��|�
2

= �|� − �|�
2

+ ||�||2 

 

 

�|2اگر :3سوال  −  :آنگاه�|2بخشپذير نباشند و  2هيچ كدام بر  �و  �و  �

)8:(  

�|�� − ��|�
2

= �|� − �|�
2

+ �|� + �|�
2

+ ||�||2 − 1 

    .براي حالت تفريق آن لم را براي حالت جمع اثبات كنيد دوخطبا استفاده از لم :4سوال 
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  :جمع بندي

  :بخش پذير نباشند آنگاه �هيچ كدام بر  �و  �عددي اول باشد و  �فرض كنيد 

  طبيعي �اگر ) الف

�اگر    ≠ �|�و  2 −   :آنگاه �

�|�� − ��|�� = �|� − �|�� + ||�||� 

�اگر    = �|4و  2 −   :آنگاه �

�|�� − ��|�
2

= �|� − �|�
2

+ ||�||2 

�يا رابطه كلي تر اگر    = �|2و  2 −   :�|2و  �

�|�� − ��|�
2

= �|� − �|�
2

+ �|� + �|�
2

+ ||�||2 − 1 

�|�فرد و  �اگر ) ب +   :آنگاه �

�|�� + ��|�� = �|� + �|�� + ||�||� 

, ��خوب است كه به ياد داشته باشيد اگر ) ج �� = 1:  

||�� − ��||� = ||� − �||� 

 :فرد باشد نيز �اگر   

||�� + ��||� = ||� + �||� 

 .كاملا از قسمت هاي الف و ب نتيجه نمي شودكه البته قسمت ج 
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– �2|-3هاي طبيعي را بيابيد كه  �همه .طبيعي استعددي  ". 5  1 

  اول و فرد كه �طبيعي باشند،  عددهايي �و  �فرض كنيد )1995مسابقه يونسكو .(6

�� ≡ 1 �  به پيمانه ��

  :نشان دهيد

� ≡ 1 �  به پيمانه ���1

,��با فرض اينكه اگر .7 ��  = ���1|� آنگاه 1 − ,��نشان دهيد اگر   1 ��  = ���<�|�آنگاه  1 −   كه  1

 ?(�1
�1�2

�2 … �-�A) = �1
�1�2

�2 … �-�A �1 − 1

�1
 �1 − 1

�2
 … �1 − 1

�A  

 كه

�1
�1�2

�2 … �-�A  

  .به عوامل اول است �تجزيه 

�فرض كنيد .8 ≠   .هم ريشه اوليه دارد -�ريشه اوليه دارد نشان دهيد  2

���4طبيعي  �، كه براي هر �نشان دهيد تنها عدد طبيعي ) 1387مرحله دو ايران .(9  + مكعب كامل باشد، يك  �1 

حل لم دوخط راه حل خوبي براي اين سوال نيست و لازم است كه آن را به طريقي ديگر نيز حل توجه كنيد كه راه .(است

 .)كنيد

"فرض كنيد ) ايران 3مرحله .(10 >   :طبيعي وجود دارد كه �نشان دهيد نامتناهي .عددي طبيعي باشد 1

�|1� + 2� + 3� + ⋯ + "� 
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Cو اعدادي طبيعي باشند  D و Cاگر :قضيه > :C:– Dآنگاه  �  >  ��� − �� 

 داريم:اثبات

�C: – D:� = �C –  D��C:�7 + C:�6D + C:�ED6 + ⋯ + D:�7� 

Cپس داريم  − D ≥ C:�GDG�7چون و 7 ≥  پس  7

�C –  D��C:�7 + C:�6D + C:�ED6 + ⋯ + D:�7�  ≥  : 

Cو حالت تساوي هم وجود ندارد زيرا در اين صورت بايد   = D =   .باشد و اثبات كامل است 7

 

�� نشان دهيد.11  − – �  عامل اولي دارد كه ��    .ندارد � 

�2اگر .اعدادي صحيح و مثبت nو  aاول باشد و  pفرض كنيد ) 1996ايرلند .(12 + 3� = a� دنشان دهي � = 1 

"و عدد  � و  �را بيابيد كه اعداد صحيح و نسبت به هم اول  �همه اعداد طبيعي )1996روسيه (.13 > وجود داشته  1

�3باشند به طوري كه   =  �-  +  �-.  

,xفرض كنيد )1996روسيه .(14 y, p, n, k  اعدادي طبيعي باشند كه��  +  ��  = اول و  pو  فرد nثابت كنيد اگر . -� 

  .است pتواني از  nفرد باشد آنگاه 

��معادله  �با فرض اول بودن .15  −  1 =   .را در اعداد طبيعي حل كنيد -�

− ��تمام جواب هاي معادله .16  1�!  +  1 = �M را در اعداد طبيعي بيابيد.  
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  :اول نسبت به هم متمايز دو عدد طبيعيD و C: قضيه

�C: − D:, CN − DN� = C�N,:� − D�N,:� 

در غير ) پايه(باشد كه مساله واضح است  1اگر اين مقدار .اثبات مي كنيم : و Nحكم را با استقرا روي ماكسيمم : اثبات

:اين صورت با فرض  > O داريم:  

�C: − D:, CN − DN� = �C: − D: − C:�N�CN − DN�, CN − DN�
= �C: − D: − C: + C:�NDN, CN − DN� = �DN�C:�N − D:�N�, CN − DN�
= �C:�N − D:�N, CN − DN� 

− :كه ماكسيمم   N  وN  كمتر است :از. 

,:�پس طبق استقرا و رابطه   N� = �: − N, N� داريم 

    �C:�N – D:�N, CN – DN� = C�:,N� − D�:,Nپس اثبات كامل است�.  

  

�3طبيعي  �نشان دهيد اگر به ازاي )1995بلغارستان (.17   .هم عددي اول است �تواني از عددي اول باشد، آنوقت  �2 − 

18.(SL1997)  فرض كنيد� ،O هايي طبيعي باشند كه عدد �و� > Oو  1 ≠ ثابت كنيد كه اگر مقسوم عليه هاي اول .�

– �Mعددهاي  – ��و  1  + �يكسان باشند،  1    .است  2تواني از  1 

19).SL1991 ( اي را بيابيد كه  "بزرگترين:  

7PP7Q|7PPR7PP77PP6 + 7PP67PP77PPR
 

Oعددي طبيعي باشد و  Oباشد و عددي اول  �فرض كنيد )1993بالكان (.20 > عددهايي طبيعي  � و �ثابت كنيد اگر .1

 باشند و 1و بزرگتر از 

84 + 34
6 = �8 + 3

6 �N 

Oوقت  آن = �.  

�� – �Sرا پيدا كنيد كه  �و  �همه عددهاي طبيعي مانند )1996 ياسلواك-مسابقه چك.(21  = عددي اول  �،كه در آن 1

  .و فرد است
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و  �عددي طبيعي و خالي از مربع باشد، عددهايي طبيعي و نسبت به هم اول مانند  �ثابت كنيد اگر  TST)1993روماني .(22

+ ��كه  ندارندوجود  �  ��3  ،��  +   .را بشمارد �� 

 و �آنوقت طبيعي باشد  �� – �� ، طبيعي �دي حقيقي و مثبت باشند طوري كه به ازاي هر اعدا �و  �نشان دهيد اگر .23
  .طبيعي هستند�

طبيعي باشد آنوقت  �� – ��طبيعي ،  �اعدادي گويا و مثبت باشند طوري كه به ازاي نامتناهي  �و  �نشان دهيد اگر .24

  .طبيعي هستند� و �
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  :راه حل برخي سوال ها

 را نشان دهيم نوشتيم كه ) 4( كه مي خواستيم رابطه  براي اثبات اين لم در قسمتي:1

���1 + ���2�1 + ���3�2 + ⋯ + ���1

≡ ���1 + ����1 + "����2� + ����1 + 2"����2� + ����1 + 3"����2� + ⋯
+ ����1 + �� − 1�"����2� ≡ ����1 + �1 + 2 + ⋯ + � − 1�"����2

≡ ����1 + *��� − 1�
2

+ "����2 ≡ ����1 + � − 1
2

"�2���1 ≡ ����1

≢ 0 �  به پيمانه �2

  فرد است از رابطه زير استفاده كرديم   �و چون فرض كرده بوديم كه 

*��� − 1�
2

+ "����2 = � − 1
2

"�2���1 ≡ 0 �  به پيمانه �2

و به وضوح اين كار وقتي معتبر است كه 
��1

2
  .ضريبي صحيح باشد 

  :براي تنوع هم كه شده اين رابطه را به طريقي ديگر نشان مي دهيم:2

  :كافي است نشان دهيم) 1(به وضوح با توجه به رابطه 

/��2T − �2T�/
2

= �|� − �|�
2

+ � 

  :داريم كه

)9(  

�2T − �2T = (�2T21 + �2T21) × (�2T22 + �2T22) × (�2T23 + �2T23) ×  …   
                              × ��2 + �2� × �� + �� × �� − �� 

 داريم كه

� ≡ � ≡ ±1 �  به پيمانه 4

 پس

�2A ≡ �2A ≡ ±1 �  به پيمانه 4
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 پس

�2A + �2A ≡ 2 �  به پيمانه 4

�به جز ) 9(هر يك از عوامل حاصل ضرب پس  −     دارد و پس از اين نيز مساله به سادگي اثبات   2دقيقا يك عامل  �

  .مي شود

"8داريم كه مربع هر عدد فرد به فرم :3 + �2|4داريم كه  فرد باشند اعدادي �و  �است پس اگر  1 − با فرض  پس �2

" >   :داريم  فرد Oو  0

�|�� − ��|�
2

= ./�M2A − �M2A/.
2

= ./�2A − �2A/.
2

= ./��2�2A21 − ��2�2A21/.
2= �|�2 − �2|�

2
+ " − 1 = �|� − �|�

2
+ �|� + �|�

2
+ �|�|�

2
− 1 

�اگر :4 = –پس با با جايگزين كردن ) ؟كي(ه دست آورديمبراي حالت جمع ب را اين لم 2   به هدف مطلوب �به جاي  �

  :مي رسيم

�|�� + ��|�
2

= �|�� − �−���|�
2

= �|� − �−��|�
2

+ ||�||2 = �|� + �|�
2

+ ||�||2 

 


