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 95ای ها                                                                                تابستان راهنمایی تمارین چندجمله

 یابی لاگرانژ استفاده کنید.از درون -1

 بدون راهنمایی -2

 ها را با استفاده از اتحاد ویت حساب کنید.مربعات ریشهجمع  -3

𝑃(𝑥)وجود دارد که:  𝐿(𝑥)ثابت کنید  -4  =  (𝑥 +  2)(𝑥 +  1) 𝑥 (𝑥 − 1) 𝐿(𝑥) 

 بدون راهنمایی -5

ای تغییر علامت داشته باشد، در آن بازه ریشه ای در بازهکه اگر چندجملهبرهان خلف! و توجه به این -6

 دارد.

 یابی بیابید.کنید این جمله را درون یک درون سعی -7

𝑥𝑖فرد باشد،  𝑖ای قرار دهید که اگر گونهرا به 𝑥𝑖ی دنباله -8  <  𝑚𝑎𝑥{0 , 2 𝑃(𝑖)}   و اگر𝑖 زوج باشد 

 𝑥𝑖  >  𝑚𝑎𝑥{0 , 2 𝑃(𝑖)} 

𝑃(𝑧)ی ی معادلهریشه 𝑎 ،𝑧0اگر برای عدد مختلط و غیرحقیقی  -9  =  𝑎 𝑄(𝑧) توان گفت؟باشد، چه می 

 ثابت نباشد. 𝑃(𝑥)است اگر  1برابر  𝑃(𝑥)ثابت کنید درجه  ،با بحث کردن روی درجه -10

𝑃2𝑘(2)و توجه کنید که  𝑥2𝑛|𝑃2𝑛(𝑥)با استقرا ثابت کنید  -11  =  0 

 از اتحاد ویت استفاده کنید. -12

𝑓(𝑥)تعریف کنید  -13 = 𝑃(𝑥) − 𝑥𝑛 استفاده کنید.یابی . حالا از درون 

 یابی لاگرانژ استفاده کنید.از درون -14

کمک بگیرید و در  ،توان حساب کردرا با اتحاد ویت می 𝛴𝑟𝑖𝑟𝑗و  𝛴𝑟𝑖ها ریشه باشند،  𝑟𝑖که اگر از این -15

 ادامه از نامساوی حسابی هندسی استفاده کنید.

– 𝑥را با  𝑥در مسأله،  -16  𝑦 گذاری کنید سپس یجا𝑦  را عدد بزرگتر از𝑥

2
 درنظر بگیرید. 

𝑃(𝑥)ای از چندجمله -17 = ∏(𝑥 + 𝑏𝑖)  .و اتحاد ویت کمک بگیرید 

 از استقرا کمک بگیرید. -18
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𝑚𝑎𝑥یابی استفاده کنید(: را تعمیم دهید. )از درون حکم با استقرا سعی کنید -19 ≥ (
𝑎−1

2
)𝑛+1 

20-  

̅̅𝑃(𝑥)روش اول:  ̅̅ ̅̅ = 𝑅(𝑥) − 𝑖𝑄(𝑥) 

𝑃𝑛(𝑥) روش دوم:   =  𝑅𝑛(𝑥)  +  𝑖𝑄𝑛(𝑥) .حال از استقرار کمک بگیرید . 

Pابتدا نشان دهید  -21 ∈ ℚ[x]جای . پس بهx  قرار دهیدx0  . 5ریشه معادلهx = 5x2 + را   P(x0)و  1

 محاسبه کنید.

|𝑎1|فرض کنید  -22 > ⋯ > |𝑎𝑚|  و𝑧  کوچکترین ریشه𝑃(𝑥)  از لحاظ قدرمطلق باشد که در مضرب𝑛 

xبار نیامده:  =
z

a1
    ⇒    P(z) × … × P (

amz

a1
) = Q(

Z

a1
)n  

zدر نتیجه 

a1
 است. Q(x)ریشه  

𝑃𝑖که:  بیابید fو  gای مانند سعی کنید دو چندجمله -23  =  (𝑓(𝑖) , 𝑔(𝑖)) 

24- r(x , y) =  x + xy       و  s(x , y)  =  x2y 

 بدون راهنمایی -25

, 𝑎𝑛)خط بین ی پارهمعادله -26 𝑏𝑛)  و(𝑎𝑛+1 , 𝑏𝑛+1) .را بنویسید و از استقرا کمک بگیرید 
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 95ها                                                                                                تابستان ایتمارین چندجمله

 ساده :

گاه: ، آن 𝑎𝑖را برابر با  2بر  𝑖باقیمانده  ،است که اگر تعریف کنیم ایگونهبه n  𝑃(𝑥)ای درجه چندجمله-1

∀𝑖 ∈ {0 , … , 𝑛} ∶  𝑃(𝑖)  =  𝑎𝑖 

 𝑃(𝑛 +  را بیابید.  (1

2-𝑃(𝑥)  ∈ ℤ[𝑥] اش زوج است و ضرایب آن فرد. ثابت کنید و درجه𝑃(𝑥) .ریشه گویا ندارد 

که اعضای آن همگی حقیقی و ناصفر بوده و طوریوجود دارند به 𝐵و  𝐴ی متناهی مانند آیا دو مجموعه-3

𝑛برای هر  ∈ 𝑁 ای درجه ، چندجمله𝑛  با ضرایب در𝐴 ها در و ریشه𝐵 موجود باشند؟ 

𝑥ای که برای هر گونهرا بیابید به 𝑃(𝑥)ها مانند ایی چندجملههمه-4 ∈ 𝑅 .داشته باشیم 

(𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑃(𝑥 − 1) = (𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 2)𝑃(𝑥) 

,𝑃(𝑥های ایتمام چندجمله-5 𝑦) ∈ 𝑅[𝑥, 𝑦]  ای که برای هر گونهبهرا بیابید𝑎 , 𝑏 , 𝑐 :حقیقی داریم 

𝑏𝑃(𝑎, 𝑐) + 𝑎𝑃(𝑐, 𝑏) = 2𝑐𝑃(𝑎, 𝑏) 

6-𝑓(𝑥)  و𝑔(𝑥) دانیم تکین هستند و میای در چندجمله𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑔(𝑓(𝑥))و  0 = ریشه حقیقی  0

𝑓(𝑓(𝑥))ندارند. ثابت کنید حداقل یکی از  = 𝑔(𝑔(𝑥))و  0 =  ریشه حقیقی ندارند. 0

 متوسط :

7-𝑎1, … , 𝑎𝑛  اعداد طبیعی متمایز هستند. برای هر𝑘 عددی صحیح است. طبیعی ثابت کنید عبارت زیر 

∑
𝑎𝑖

𝑘

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)𝑗≠𝑖

𝑛

𝑖=1

 

-صورت میانگین دو چندجملهتوان بهضرایب حقیقی را می با 𝑛ای تکین و درجه ثابت کنید هر چندجمله-8

 هایشان حقیقی است.ای تکین با ضرایب حقیقی نوشت که تمام ریشه

 :با ضرایب مختلط دارای این خاصیت هستند 𝑄(𝑧)و  𝑃(𝑧)های غیرثابت ایچندجمله-9

̅̅𝑧 ،𝑃(𝑧)𝑄(𝑧)  عدد مختلط مانندبه ازای هر  ̅̅ وجود دارد که  𝜆عدد حقیقی است. ثابت کنید عدد حقیقی  ̅̅

𝑃(𝑧)  =  𝜆𝑄(𝑧) 
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𝑃(𝑥)های ایتمام چندجمله-10 ∈ ℝ[𝑥] یکتایای که چندجملهطوریرا بیابید به 𝑄(𝑥)  وجود داشته باشد

 که:طوریبه

{
  1) 𝑄(0) = 0                                                                          

2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∶   𝑥 + 𝑄(𝑦 + 𝑃(𝑥)) = 𝑦 + 𝑄(𝑥 + 𝑃(𝑦)
 

𝑃0(𝑥)اگر -11 = 𝑥3 − 4𝑥 هر و برای𝑛 ≥  داشته باشیم:    1 

P𝑛+1(x) = P𝑛(x + 1)P𝑛(1 − x) − 1 

 است. 2016، حداقل برابر 𝑃2016(𝑥) تکرر ریشه صفر در  ثابت کنید

و 1}هایی را بیابید که ضرایب آن عضو ایتمام چندجمله-12 −  های آن حقیقی باشد.باشد و تمام ریشه {1

𝑃(𝑥)ای برای چندجمله-13 = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−2𝑥𝑛−2  + 𝑎𝑛−3𝑥𝑛−3 +  … + 𝑎0  :ثابت کنید 

∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}     ⇒     |𝑃(𝑖)| ≥
𝑛!

(
𝑛
𝑖

)
 

14-𝑎0 , … , 𝑎𝑛  که برای هر طوریبه اعدادی حقیقی هستند𝑥 ∈  داریم: [1,1−]

|𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛| ≤ 1 

 ثابت کنید:

∀𝑥 ∈ [−1,1]   |𝑎𝑛 + ⋯ + 𝑎0𝑥𝑛| ≤ 2𝑛−1 

{𝑎𝑖}ی ای که دنبالهگونهرا بیابید به nی اعداد طبیعی همه-15
𝑛

𝑖 = 1
 :با شرط زیر موجود باشد 

 حاصل ایهای چندجملهشوند، ریشهای در نظر گرفته عنوان ضریب چندجملهها که به 𝑎𝑖هر جایگشتی از 

 همگی حقیقی باشند.

𝑃(𝑥)های ایی چندجملههمه-16 ∈ ℝ(𝑥) که برای هر طوریرا بیابید به𝑥, 𝑦 ∈ ℝ :داشته باشیم 

2𝑦𝑃(𝑥 + 𝑦) + (𝑥 − 𝑦) (𝑃(𝑥) + 𝑃(𝑦))  ≥  0 

17-𝑛 باشد و عددی طبیعی و زوج می𝑎1 , … , 𝑎𝑛 و 𝑏1 , … , 𝑏𝑛 ، 2𝑛  ی خانهعدد مختلط متمایز باشند و در

(𝑖 , 𝑗)  جدول𝑛 × 𝑛  عدد ،𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 باشد، ثابت کنید  1نوشته شده است. اگر ضریب اعداد هر سطر برابر با   

 است. 1−ضرب اعداد هر ستون برابر 

 سخت :

18-𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) شوند.به شکل زیر تعریف می 
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𝑃1(𝑥, 𝑦) = 1      
     𝑃𝑛+1(𝑥, 𝑦) =  (𝑥 + 𝑦 − 1)(𝑦 + 1)𝑃𝑛 (𝑥, 𝑦 + 2) + (𝑦 − 𝑦2)𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) 

,𝑃𝑛 (𝑥ثابت کنید:  𝑛برای هر  𝑦) =  𝑃𝑛 (𝑦, 𝑥) 

19-𝑎 ≥  است، ثابت کنید:با ضرایب حقیقی  𝑛ای از درجه چندجمله 𝑃(𝑥)عددی حقیقی است و  3

𝑚𝑎𝑥       |𝑎𝑖 − 𝑃(𝑖)|

𝑖 = 0, … , 𝑛 + 1
≥ 1 

20-𝑃(𝑥) درجه  و مختلط ضرایبای باچندجملهn با فرض  باشد ومی𝑖2 =  اعداد  های آنریشه ،  1−

 𝑖 − 1 , 𝑖 − 2 , … , 𝑖 − 𝑛   هستند. اگر𝑃(𝑥) = 𝑅(𝑥) + 𝑖𝑄(𝑥)  که𝑄(𝑥)  و𝑅(𝑥)  ،ضرایب حقیقی دارند

 حقیقی هستند. 𝑅(𝑥)های ثابت کنید تمام ریشه

𝑃(𝑥)های ایی چندجملههمه-21 ∈ ℝ(𝑥) که برای هر طوریرا بیابید به𝑥 ∈ ℝ داشته باشیم 

𝑃(5𝑥)2 –  3 = 𝑃(5𝑥2 + 1) 

, 𝑎1که اعداد حقیقی و متمایز مانند طوریرا بیابید به 𝑃(𝑥)های ایی چندجملههمه-22 … , 𝑎𝑚   و

… 𝑃(𝑎1𝑥) 𝑃(𝑎2𝑥)که: طوریبه موجود باشد 𝑄(𝑥)ای چندجمله  𝑃(𝑎𝑚𝑥)  =  𝑄(𝑥)𝑚 

, …ای از نقاط صفحه مانند ثابت کنید مجموعه-23 𝑃−1 , 𝑃0 , 𝑃1 , 𝑃𝑎که طوریوجود دارد به … , 𝑃𝑏 , 𝑃𝑐 هم-

𝑎خط باشند اگر و فقط اگر  + 𝑏 + 𝑐 =  2014 

 

,𝑃(𝑥ای چندجمله-24 𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] م اگر برای هر یگویرا خوب می𝑥  و𝑦  داشته باشیم حقیقی

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑥𝑦,
1

𝑦
) (𝑦 ≠ ,𝑟(𝑥های خوب ایثابت کنید چندجمله (0 𝑦)  و𝑠(𝑥, 𝑦)  وجود دارند که برای

𝑃(𝑥) ،ای چندجمله خوب 𝑓(𝑥, 𝑦)  که:بطوریباشد 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑟(𝑥, 𝑦), 𝑠(𝑥, 𝑦)) 

25-𝑃(𝑥, 𝑦) ای که گونهای با ضریب حقیقی است بهچندجمله𝑃(𝑥 + 2𝑦, 𝑥 + 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦) 

𝑄(𝑥)ثابت کنید   ∈ ℝ(𝑥)  :وجود دارد که𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑄((𝑥2 − 2𝑦2)2) 

26-𝑄(𝑥, 𝑦) , 𝑃(𝑥, 𝑦) های باشند. دنبالهای با ضرایب صحیح میدو چندجمله{𝑎𝑖}، {𝑏𝑖}  در این رابطه

𝑏𝑛+1 :کنندصدق می = 𝑄(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)  و𝑎𝑛+1 = 𝑃(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)  و(𝑎1 , 𝑏1) ≠ (𝑎2 , 𝑏2)  
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𝑘دانیم و می > , 𝑎𝑘)وجود دارد که  2 𝑏𝑘) = (𝑎1 , 𝑏1)  ثابت کنید تعداد نقاط با مختصات صحیح روی .

, 𝑎𝑛)خط واصل پاره 𝑏𝑛)   و (𝑎𝑛+1 , 𝑏𝑛+1)  برای هر𝑛 .ثابت است ، 
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