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� در نظريه ي مقدماتي اعداد با مجموعه ي اعداد طبيعي = {1,2,3, … شما در .سروكار خواهيم داشت{

آشنا .... م  و .م.م   و  ك.م.پذيري و اعداد اول و براهنمايي احتمالا با مفاهيمي هم چون بخش ي  دوره

و مطالبي را اثبات مي نماييم )البته با دقتي بيشتر.(در اين جا مجددا به اين مفاهيم توجه مي كنيم .شده ايد 

  .كه ممكن است شما از آن ها ناخودآگاه و بدون دليل استفاده كرده باشيد

  
 

  همنهشتيبخش پذيري و الگوريتم تقسيم و 

�در آن صورت مجموعه ي.را در نظر بگيريد  �عددي طبيعي مانند  = {�, 2�, 3�, 4�, … را   {

بخش پذير باشد آن را  �بر  
مي گوييم واگر  �بخشپذير بر  طبيعي يا اعداد �ب طبيعي مجموعه ي مضار

  .نشان مي دهيم  
|�با 

  .را بيان و اثبات كنيمهمين جا مي توانيم قضيه ي مهم الگوريتم تقسيم  

,� فرض كنيد:1قضيه ي 
,�در آن صورت اعدادي طبيعي مانند .دو عدد طبيعي باشند  
 وجود دارد  

� اي كه هبه گون = 
� + 

 ≥0  و  < 
.  

�ه ي مجموع:اثبات  = {0, 
, 2
, 3
, … يا بر يكي از اعضاي اين مجموعه  �عدد . را در نظر بگيريد {


�منطبق است يا بين دوعضو آن مانند , (� + 1)
,0,1,2,3}∋�كه   … در حالت اول كه .قرار مي گيرد {


� - �  را برابر با 
 قرار دهيد و �را برابر با  �در حالت دوم .خواهد بود  0برابر با  
مسأله واضح است و 

  .قرار دهيد 

  :خواهيم داشت �در آن صورت با توجه به نحوه ي انتخاب 

  


 = �-�
 < (� + 1)
-�
 = 
⇒
 < 
 
  

  .پس مسأله حل است  0≤
همچنين 

  .حال مي خواهيم با مفهوم مهمي به نام همنهشتي آشنا شويم

,�دو عدد  � و مي نويسيم همنهشت مي گوييم �را به پيمانه ي عددي مانند   � ≡ يا   ( به پيمانه �)�

هم نهشت  �در واقع دو عدد هنگامي به پيمانه ي . باشد �هر گاه اختلاف آن ها مضربي از 

يكسان باشد يا به عبارتي ديگر اختلاف آن ها در مجموعه ي  �هستند كه باقي مانده ي آنها بر 

{0, �, 2�, 3�, 4�, …   )ابن بيان اخير بسيار مورد توجه است (قرار گيرد   {
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 دسته افراز �به� به پيمانه ي عدد همنهشتيباشيد كه اعداد طبيعي تحت رابطه ي  داشتهوجه ت

  .مي شوند 

  .خاصيت هاي مهمي دارد aاعداد به پيمانه ي يك عدد ثابت مانند  همنهشتي

 فرض كنيد :خاصيت اول 

�1 ≡  ( به پيمانه �)�1

 

�2 ≡  ( به پيمانه �)�2

    :در آن صورت خواهيم داشت  

 

�1 + �2 ≡ �1 +  ( به پيمانه �)�2

 

�1اثبات ≡ �1بيان مي كند كه ( به پيمانه �)�1 −  ��پس به صورت .است �مضربي از  �1

 
�2به طريق مشابه .بيان مي شود −   :حال توجه داشته باشيد .بيان مي شود ��به صورت  �2

�1پس اختلاف دو عدد   + �1و  �2 +   :پس مي توان گفت.است �به صورت مضربي از  �2
 

�1 + �2 ≡ �1 +  ( به پيمانه �)�2

  

�1فرض كنيد:خاصيت دوم  ≡ ,( به پيمانه �)�1 �2 ≡   ( به پيمانه �)�2

�1�2درآن صورت خواهيم داشت ≡   ( به پيمانه �)�1�2

  :اثبات 

�1بنا بر استدلالي مشابه حالت قبل − �1 = ��, �2 − �2 = �  .مي تواند باشد  �

  :پس خواهيم داشت

 
�1�2 − �1�2 = 

(�1 + ��)(�2 + ��) − �1�2 = �(��2 + ��1 + ���) 

�1�2پس مي توان گفت كه  −   .است �مضربي از عدد  �1�2
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 تنها با مجموعه �به پيمانه ي  همنهشتياين دو خاصيت قبلي منجر به اين مي شود كه در 

  �� = {0,1,2, … , � −  همنهشتيكه در واقع هر كدام از اعضاي اين مجموعه نماينده ي يك رده ي  {1

مي باشد سر و كار داشته باشيم و جمع و ضرب را بين اعضاي اين مجموعه طوري تعريف �به پيمانه ي 

گاه كامل باشند و اعضاي اين مجموعه را دست �به پيمانه ي  همنهشتيكنيم كه تساوي ها درواقع نمايانگر 

 .مي گوييم �مانده ها به پيمانه ي

 
  

  اعداد اول

البته .(بخش پذير نباشد 1عددي را اول مي گوييم كه بر هيچ يك از اعداد طبيعي كوچكتر از خود به جز 

  )!همان طور كه مي دانيد

سيده ايد كه پر اما آيا تا كنون از خود.شما تا كنون با تحزيه ي يك عدد طبيعي به اعداد اول آشنا شده ايد

شايد يك عدد را بتوان به دو طريق به اعداد اول تجزيه كرد؟ اصلا آيا تا كنون از خود پرسيده ايد كه اگر 

�, .داشت طبيعي خواهيمα,βدو عدد اول مختلف باشند چرا براي  � �! ≠ احتمالاجواب مي دهيد كه #�

    ن بپرسيد چرا؟آيا جوابي داريد؟ قضيه ي زير حال باز هم ازخودتا.بخش پذير باشد �نمي تواند بر #�

  .مي تواند به اين سوال پاسخ بدهد

  

,� عددي اول و �فرض كنيد : 2قضيه  

|�يا    �|� در آن صورت.
�|�و�∋.  

  همچنين فرض كنيد .فرض خلف كنيد:اثبات

� ≡ 
,) به پيمانه �( 
 ≡  ( به پيمانه �)$

 

>0:كه در اين روابط داريم, $<�.  

�
 ≡ 
,) به پيمانه �($ �|�
 

 

|�:خواهيم داشتبنا براين $.  

,%با توجه به الگوريتم تقسيم اعدادي طبيعي مانند     وجود خواهند داشت كه $1

     � = %$ + $1, 0 ≤ $1 < 1$توجه داشته باشيد كه.$ ≠   زيرا اگر .(0

$1 = $و در آن صورت  �|$در ان صورت 0 = 
|�اما داشتيم  1$  

 .)تناقض دارد �>$كه با  $|�پس مي توان گفت 
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'|
$⇒�|
$% 
 

$1
|�پس  (%$−�)
|�نتيجه مي شود  �
|�و %$
|�از   

1$توجه داشته باشيد كه اگر  =   .كه دوباره تناقض است 
|�در ان صورت خواهيم داشت 1

به عددي ديگر مانند  $
|�با خاصيت  $حال توجه داشته باشيد كه كاري كه كرديم اين بود كه از عدد 

1رسيديم كه $1 < $1 < مي رسيم كه  2$به عدد ديگري مانند1$حال به طريق مشابه از روي .$1
|�و$

1 < $2 < نيد اين روند تا بي نهايت ادامه اگر دقت ك.... و اين كار را دوباره انجام مي دهيم و $2
|�و $1

       اين تناقض نشان.نخواهد داشت زيرا دنباله اي نا متناهي و اكيدا نزولي از اعداد طبيعي نخواهيم داشت

 .از اول اشتباه بوده است و اين مسأله را حل مي كند $
|�مي دهد كه فرض 

  

البته اجازه دهيد قبل . مي توانيم توضيح دهيم كه چرا تجزيه ي يك عدد طبيعي به اعداد  اول يكتاست حال

  .د اول تجزيه كرداصولا يك عدد را مي توان به اعدااز آن توضيح دهيم كه چرا 

د به وجود دار �عددي اول مانند  �مرحله ي اول اثبات اين است كه ثابت كنيم براي هر عدد طبيعي مانند

وجود دارد �1در غير اين صورت عددي مانند .اول باشد كه مسأله واضح است �اگر .�|�گونه اي كه 

همين كار را انجام مي دهيم و �1در غير اين صورت باز بر روي .اول باشد مسأله حل است�1اگر .�|�1كه

روند تا بي نهايت ادامه خواهد چون در غير اين صورت اين (سرانجام به يك عدد اول خواهيم رسيد .... 

  )داشت

 �را بر  �پيدا كرده  �ابتدا يك عامل اول از آن مانند  �ادامه ي اثبات بدين صورت است كه براي عدد 

را مي توانيم  �برسيم  1هنگامي كه به .... براي عدد حاصل نيز همين عمليات را تكرار كرده و. تقسيم كرده 

  .اول بنويسيم به صورت حاصل ضرب عوامل 

را بتوان به دو  �فرض كنيد عدد طبيعي .به سراغ يكتايي تجزيه به عوامل اول مي رويم  حال

1�صورت
!1�2

!2 … �(

!)  , �1
#1�2

#2 … �*

1�|1�چون .تجزيه كرد  +#
#1�2

#2 … �*

   2پس بنا بر قضيه ي +#

1�  بايد يكي از اعداد 1�
#1 , �2

#2 , … , �*

,1�ازو به عبارتي  دقيق تر يكي +# �2, … را عاد كند  و       *�

1�وجود دارد به گونه اي كه      jچون اين اعداد اول هستند  پس  = .فرض كنيد      .     -� = حال .1

   كافي است قضيه را براي
�

/1
1�كه به دو صورت        

!101
�2

!2 … �(

1�و      (!
#101

�2
#2 … �*

تجزيه  +#

براي اين عدد دوباره همين كار را انجام مي دهيم يعني يك عامل مشترك را از دو .شده است ثابت كنيم

تا در يك طرف به يك عدد اول برسيم در آن صورت طرف ديگر باالاجبار بايد با    ....طرف مي كنيم و 

 .بدين ترتيب يكتايي  تجزيه ثابت مي شود. همان عدد اول برابر باشد 
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منجر به   2قضيه ي . آشنا شده ايم �در قسمت هاي قبل با دستگاه كامل مانده ها به پيمانه ي عدد دلخواه 

داراي اين خاصيت باشد كه حاصل ضرب   � اين مي شود كه دستگاه كامل مانده ها به پيمانه ي عدد اول

� وعهاين خاصيت به همراه متناهي بودن مجم.هر دو عضو ناصفر آن ناصفر باشد /  

�:يادآوري (/ = {0,1,2, … , � − منجر به اين مي شود كه هر  عضو دلخواه آن يك وارون ضربي  ){1

  كه وجود دارد به گونه اي 
عضوي مانند  �بدين معنا كه براي هر عضو آن مانند. داشته باشد

 �
 = 
�يعني ( 1 ≡   )  ( به پيمانه �)1

,�}اثبات بدين صورت است كه در مجموعه ي   2�, 3�, … , عضوي همنهشت هيچ دو     {�(1−�)

�1همنهشت باشد داريم كه  �به پيمانه  �.با   �1نيستند چرا كه اگر مثلا  ≡   يا    ( به پيمانه �)�.

 (1 − .)� ≡ .−1 پس ( به پيمانه �)0 ≡ �يا   ( به پيمانه �)0 ≡ كه هيچ كدام امكان  ( به پيمانه �)0

   )ندارد

  پس مي توانيم بگوييم كه مجموعه ي  طرفي هيچ كدام از اعضا هم صفر نيستنداز 

{�, 2�, 3�, … , (�-1)�} 
  با مجموعه ي 

{1,2,3, … �−1} 
  .برابر است �به پيمانه 

وجود دارد كه  
پس عددي مانند ! )  "�به پيمانه ي "سعي كنيد از اين به بعد لازم نباشد كه بنويسم ( 

�
 =   )استفاده كرده ايم؟/�  متناهي بودنآيا مي توانيد بگوييد كه در كدام قسمت از .(1

داشتن (بسيار مهم است به گونه اي كه به طور كلي مجموعه هايي با اين خاصيت /�  خاصيت اخير در مورد

  .بسيار مورد توجه هستند)وارون ضربي براي عضو نا صفر

  

  كوچكترين مضرب مشتركبزرگترين مقسوم عليه مشترك و 

  

,�   بزرگترين مقسوم عليه مشترك: تعريف 
,�بزرگترين مقسوم عليه مشترك   
و آن را با ! است   

234(�, 
,�)234خاصيت مهمي كه .نشان مي دهيم   ( 
مقسوم عليه دارد اين است كه بر هر  (

,�  مشترك  
  .ثابت كنيم در ادامه سعي مي كنيم آن را . بخش پذير است

براي اثبات اين موضوع توجه شما را به روشي كه در دوره ي راهنمايي  تحت نام روش نردباني با آن آشنا 

  :در اين روش در واقع به طريقه ي زير عمل مي كرديم .شده ايد جلب مي كنيم
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,�فرض كنيد دو عدد طبيعي مانند  
با توجه به الگوريتم تقسيم اعدادي مانند . 
<�داشته باشيم كه  

�وجود دارند كه  1
و1� = 
�1 + 
0و 1 ≤ 
1 < 
 

,�در آن صورت هر مقسوم عليه مشترك  

يك مقسوم عليه مشترك   ,
پس .  نيز هست و بالعكس  1

,�)234مي توان گفت 
) = 234(
, 
1
توجه كنيد كه اگر . ( . (1 = كنيم  وفرض0

∀�∈�: 234(�, 0) =   )باز هم گزاره ي قبلي صادق است 0

1
اگر  = ,�)234   .                در آن صورت0 
) = 234(
, 
1) = 
 

1
     اگر  ≠ 
)در آن صورت باز بر روي زوج 0, 
  همان كاري را  (1

,�)انجام مي دهيم كه بر روي  
را   2
آنها انجام مي دهيم و  يعني الگوريتم تقسيم را بر روي.انجام داديم (

 به گونه اي به دست مي آوريم كه 

0≤
2<

)234و  1, 
1) = 234(
1, 
ها را بدين گونه به دست مي آوريم و  6
يعني دنباله ي... و (2

  هنگامي كه يك عضو از دنباله صفر شد 

  .)اكيدا نزولي است 6
اين اتفاق مي افتد زيرا دنباله ي .(متوقف مي شويم


طبيعي  .پس فرض كنيد به ازاي - = ,�مشترك اي مقسوم عليه ما گفتيم كه .0 
مقسوم عليهاي همان  


 مشترك,
1
 همان مقسوم عليهاي مشتركبه طريق مشابه مي توان گفت اين ها .هستند 1, 
يا همان 2

2
 مقسوم عليهاي مشترك, 
,� مقسوم عليهاي مشتركپس مي توان گفت ... هستندو3 
همان مقسوم  


  عليهاي مشترك-01, مقسوم عليه خودش هست  01-
 .هستند  01-
 يا همان مقسوم عليه هاي 0


پس-234 01(�, 
) ,�|4و همچنين همان طور كه اندكي پيش گفتيم اگر = 

|4در آن صورت  -01 

  .يمو اين همان خاصيتي است كه دنبالش مي گشت

  

,�)حال مي خواهيم بحث نسبتا مشابهي را در مورد كوچكترين مضرب مشترك 
كه آن را با  (

73�(�, 
,�در واقع مي خواهيم بگوييم هر مضرب مشترك .نشان مي دهيم بكنيم ( 
�73بر   (�, 
) 

  .بخش پذير است

,� بر 
فرض كنيد .باز هم الگوريتم تقسيم كليد اصلي حل مساله است 
بخش پذير باشد و همچنين فرض  

�73بر  
كنيد (�, 
  .بخش پذير نباشد (

 :بنا برالگوريتم تقسيم 

 
∃$, �∈�: 
 = � 73�(�, 
) + $, 0 < $< 73�(�, 
) 
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�, 
| 73�(�, 
,�و  ( 
|
,�پس مي توان گفت . 
|
 − � 73�(�, 
) 

,�فتپس مي توان گ 
$اما .$| <  73�(�, 
,�)كوچكترين مضرب مشتركو اين با تعريف   ( 
در  (

  .تناقض است

,�البته توجه داشته باشيد كه اگر  
را به صورت حاصل ضرب عوامل اول آن ها بنويسيم بيان ساده اي   

,�)234براي  
�73و    ((�, 
اما توجه .خواهيم داشت كه قضاياي بالا را به راحتي نتيجه مي دهند  (

يعني اين كه عوامل اول مقسوم عليه هاي (داشته باشيد كه اين طرز برخورد با مقسوم عليه هاي يك عدد

بر مي گردد     (
|�يا�|�⇒
�|�)   2به قضيه ي )يك عدد زير مجموعه ي عوامل اول اين عدد هستند

ين قضيه نيز به الگوريتم تقسيم بر مي گردد و ما در اثبات هاي بالا نيز ازالگوريتم تقسيم استفاده و خود ا

  .خاصيتي بنيادين و بسيار مهم از اعداد طبيعي است  الگوريتم تقسيمپس مي بينيد  كه .كرديم
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