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 2هندسه   1فصلسؤالات و پاسخ تشریحی سؤالات 

مند. اگر زاویه مرکزی قطاعی از قطاع دایره می نا ناحیه ای از درون و روی دایره را، که به دو شعاع دایره محدود است را  -1

دایرة  ROC برابراست با:  ABباشد نشان دهید طول کمان  بر حسب درجه مساوی ,
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را به وسط کمان نظیر یک وتر از آن دایره وصل کند برآن وتر عمود است و ثابت کنید در هر دایره، خطی که مرکز دایره  -2

 کند)فرض و حکم را بنویسید(.آن را نصف می

فرض : 


 BEAE                : حکم9021  MM BMAMو  ˆˆ  

 وصل می کنیم در این صورت داریم : ABوتر مرکز دایره به دو سر  Oاز نقطه 
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 درهردایره  قطرعمود بر وتر ،آن وتر وکمان های نظیرآن وتر رانصف می کند.)با ذکر فرض و حکم( ثابت کنید  - 3

 حل: 

ABDEفرض :          : حکمBHAH   و


 BEAE 

 وصل می کنیم در این صورت داریم : ABمرکز دایره به دو سر وتر  Oاز نقطه 
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ل کند بر آن ثابت کنیددرهر دایره، خطی که مرکزدایره را به وسط وتری از آن دایره که ازمرکز دایره نگذشته باشد، وص -4

 وتر عمود است. )با ذکر فرض و حکم(

BMAMفرض :                  : حکم9021  MM ˆˆ 

 وصل می کنیم در این صورت داریم : ABمرکز دایره به دو سر وتر  Oاز نقطه 
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 ثابت کنید در یک دایره کمان های نظیر دو وتر مساوی ، با هم برابرند . )با ذکر فرض و حکم(  - 5

 حل:

CDABفرض :         : حکمDyCBxA


 

ABCDنقطه  4، مرکز دایره پاره خط هایی به  Oاز نقطه   وصل می کنیم در این صورت داریم : ,,,

DyCBxAOOOCDOAB

CDAB

RODOB

ROCOA
ضضض 
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در دایره  - 6 ROC , ،60


AB   10وAB فاصلهO  از وترAB .را به دست آورید 

 که از مرکز دایره به یک وترعمود شود، آن وتر و کمان نظیر آن را نصف می کند پس داریم:دانیم درهر دایره، خطی می

                                                                    3030
2 1 
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AE ˆ 

 صف وتر است بنابراین می توان نوشت:ن 30از طرفی می دانیم در مثلث قائم الزاویه، ضلع مقابل به زاویة 

                                                                                                    10
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OMAMOAOMMOAM   :ˆفيثاغورس

 ثابت کنید اندازة زاویة محاطی نصف کمان مقابل به آن است.  - 7

 حل :

 نصف کمان مقابل به آن استÂمحاطی است.  حکم : زاویه Âرا در سه مرحله حل می کنیم : فرض: زاویه مسأله

ر این وصل می کنیم د C، بهOالف( اگر یک ضلع زاویه محاطی ، قطری از دایره باشد: از نقطه 

11صورت  داریم :  CAROCOAOAC ˆˆ: 


  

COBاز طرفی زاویه    پس می توان نوشت :می باشد  OAC، زاویه خارجی مثلث ˆ
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وصل کنیم و  Oبه نقطه  Aرأساز  :واقع باشدOب(  اگردو ضلع زاویه محاطی ، در دوطرف نقطه 

 قطع کند. طبق قسمت )الف( داریم: Dامتداد دهیم تا دایر ه را در نقطه 

22221
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وصل کنیم  Oبه نقطه  Aاشد: از رأسواقع ب Oج ( اگردو ضلع زاویه محاطی ، در یک طرف نقطه 

 قطع کند در این صورت با توجه به )الف( داریم:  Dو امتداد دهیم تا دایر ه را در نقطه 

22221




BCCDBD

ADABA ˆˆˆ



221
BD

AADAB و    ˆˆˆ
22




DC
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 اندازه هر زاویه ظلی، برابر با نصف کمان رو به روی آن است . ثابت کنید  - 8

 حل:

CABفرض :  زاویه ظلی است .            حکم :  ˆ
2

BMA
CAB



ˆ 

TABالف(   :، پس می توان نوشت ممی کنیرا رسم ADقطر زاویة تند)حاده( باشد:  ˆ
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TABب(           کنیم، در این صورت داریم: را رسم میADقطر زاویة باز)منفرجه( باشد:  ˆ
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مساوی  د بین آنهار کمان های محدوایره موازی اند اگر و فقط اگاز یک دغیر متقاطع در دون دایره(  ) ثابت کنید دو وتر  -9

 باشند.

 حل :

حکم:     CDABفرض: 


 BDAC 




 ACBD
ACBD

BCBCCDAB
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 ,موربˆˆ

فرض:          بلعکس:


 BDAC   :حکم CDAB 

 کافی است کافی مراحل انجام شده را به صورت معکوس انجام دهیم. برای اثبات عکس رابطه فوق

  

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 ACBD
ACBD

BCBCCDAB
2211

 ,موربˆˆ

 استفاده کنیم. می توانستیم در همان رابطة اول از 

مطلق تفاضل اندازه برابر نصف قدر  اندازه زاویه ای که از برخورد امتداد دو وتر در یک دایره ایجاد می شودثابت کنید   - 10

 دو کمانی از دایره است که به ضلع ها ی آن زاویه محدوداند.

 : حل

خارج از دایره قطع می  Aوترهایی از دایره هستند که یکدیگر را در نقطه BDو CEفرض :

 کنند .

 حکم :
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و دضل اندازه صف قدر مطلق تفانبرابر  اندازه زاویه ای که از برخورد دو وتر در یک دایره ایجاد می شودثابت کنید   -11

 انی از دایره است که به ضلع ها ی آن زاویه محدوداند.کم

 : حل

 درون دایره قطع می کنند. Aوترهایی ازدایره هستندکه یکدیگررا در نقطهBEوCD رض:ف

 حکم :
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ن بر یک دایره برابر قدرمطلق نصف تفاضل دوکما Bو Aثابت کنید زاویه بین دوخط مماس رسم شده از دو نقطه  - 12

 است. Bو Aهایایجاد شده بین نقطه

 حل : 

BE را موازیMA کنیم در این صورت می توان نوشت :می رسم 
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در شکل زیر ثابت کنید :  - 13
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 را به دست آورید. شکل مقابل اندازه زاویةدر  - 14
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 چند درجه است؟ Âاند. اندازه زاویة بر دایره مماس Cو Bدر شکل زیر اضلاع زاویه های – 15
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 را به دست آورید. CDدر دایره رسم شده مقابل، اندازه کمان  – 16
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                                   80180 
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BDACموازی اند. ثابت کنید:  BDوACقطری از دایره است و وترهای ABدر شکل مقابل،  –17  
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 180180
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ˆˆ, 

 اثبات را انجام داد. BODو  AOCوصل کرد و با اثبات همنهشت بودن دو مثلث  Oبه Cو Bتذکر: می توان از 

دایرة  - 18 ROC قطع Bو Aایم که دایره را در دو نقطه خارج از دایره خطی چنان رسم کرده Mمفروض است از نقطة ,

RMAو  کرده است :   :نشان دهید 3 

 حل: 

 وصل می کنیم Oبه  Aبرهان:از 

                                    


MORMAOAOAM ˆˆ: 1  

      211  MOAخارجيزاويه ˆˆˆ 

21 


ABROBOAOAB ˆˆ: 
 32  MBخارجيزاويه ˆˆ 

و  لعکس.)فرضبر است و به مرکز دایره نزدیک ت ثابت کنید در یک دایره ، از دو وتر نا برابر ، آن که بزرگتر است، – 19

 حکم را بنوسید(

CDABفرض :   اثبات طرف اول :     : حکمHOOH   

Hو Hاط عمود می کنیم تا آنها را در نق CDو AB، به وتر های Oاز نقطه    قطع کند .ازO  به دو

نیز وصل می دانیم طبق قضیه ،  پاره خطی که از مرکز دایره به یک وتر عمود می شود  Cو  Aنقطه 

 ،آن را نصف می کند پس داریم:

 









22
CD

HDHCCDHO
AB

BHAHABOH ,  

           

           222222

222222

HOOCHCHCHOOCHOC

OHOAAHAHOHOAOAH









:

:  

   
     

     

           

    HOOHHOOH

HOOHHOOCOHOA

HCAHHCAH
CDAB

CDAB

ROCAO

HOOCHC

OHOAAH



 

 













22

222222

22 222

22

22

 
 . اثبات طرف دوم : برای اثبات عکس قضیه ، کافی است مراحل اثبات قبلی را به طور عکس انجام دهیم

 ده کرد.استفا از   تذکر : برای اثبات عکس قضیه می توان به جای 

واقع در داخل دایره Mازنقطه -20 C دووتر دلخواهAABB , : رسم شده اند. ثابت کنیدBMMBAMMA  .. 

 حل:

 وصل می کنیم AبهBوازBبهAبرهان: از

A

A

B

B

M

C


B

A

O



1

M
1

A

B
D

C

HH  O
1 1
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AM

BM

MB

MA
ABMBAM

AB
AABABB

BA
BBAAAB

زز





















 





2

2

ˆˆ

ˆˆ

  

BMMBAMMA  .. 
AABBامتداد دو وتر دلخواه – 21 , در نقطهM : خارج  دایره یکدیگر را قطع می کنند ثابت کنیدBMMBAMMA  .. 

 حل:

 وصل می کنیم AبهBوازBبهAبرهان: از

AM

BM

MB

MA
ABMBAMAB

AABABB

MM
زز





















2
ˆˆ

ˆˆ

  

BMMBAMMA  .. 
اصل ثابت کنید اگر از یک نقطه یک مماس ویک قاطع نسبت به یک دایره رسم کنیم مربع اندازه مماس برابر با ح – 22

 ضرب اندازه های دو قطعه قاطع است. 

 حل:

 وصل می کنیم. Bو Aبه Tاز

MBMAMT

MB

MT

MT

MA

TB

AT
MTBMTA

MM

AT
BATM زز

.

ˆˆ

ˆˆ



















2

2 

خارج دایره Mچگونه می توان از نقطه – 23 ROC  کرد.،  مماس برآن رسم ,

 حل :

رسم می کنیم تا دایره OMدایره ای به قطر ROC Tو Tرا در ,   قطع

TMو MTکند،   مماس های مورد نظر هستند.زیرا در مثلثOTM ،

TN میانه وارد برOM :است و داریم 

OMONRON ROM

2
12  

 

 مماس بر دایره است. MTقائمه است و در نتیجه  Tوچون میانه وارد بر یک ضلع نصف آن ضلع است، مثلث در رأس 

خارج دایره  Mهرگاه از نقطة  - 24 ROC Tو  Tدو مماس بر دایره رسم کنیم و نقاط  ,   نقاط تماس باشندثابت کنید

TTMنیمساز زاویة   MOاولاًطول دو  مماس با یکدیگربرابرند و ثانیاً نیم خط   .است 

 حل : 

TMو  MTفرض :    بر دایرهC  در نقاطT  وT   مماسند 

TMMTحکم :      21و MM ˆˆ  

A

A
B

B

M

B

A

T

 C

M

M

T

T 

ON

M

T

T 

O 1
2

1

2

1
2
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ل س وصمی دانیم پاره خطی که از مرکز یک دایره به نقطه تماس از یک خط مما

 شود ، بر خط مماس عمود است بنابراین می توان نوشت :

2121 90 MMTMMTMTOMTO

OMOM

TT

RTOOT

ˆˆ,ˆˆ ضلعيکووتر
 
















 

طول مماس مشترک خارجی دو دایره متخارج  – 25 ROC و  , ROC   د.را به دست آوری ,

 حل:

TTخطی موازی  Oاز  رسم می کنیم در این صورت چهار ضلعی

THTO   .یک مستطیل است زیرا دارای چهار زاویه قائمه می باشد

TTHOپس:  

 22

22222

RRdHO

OHOOHOHOOHOOOHO

RROH

dOO  









:
 

 22 RRdHOTT  
OOروی خط  Mمتقاطع باشند، نقطه  Mدر نقطه nو  mثابت کنید اگر دو مماس مشترک  – 26  .است 

 حل:

خارج از دایره Mمی دانیم اگر از نقطة  ROC را  MKو  MTمماس های ,

است. همچنین هر نقطه روی نیمساز از  TMKنیمساز  OMرسم کنیم، نیم خط 

 دو ضلع زاویه به یک فاصله است.

O یه روی نیمساز زا وM      است ROKOT 

O  روی نیمساز زا ویهM  است RKOTO 

OO   روی نیمساز زاویهM .است 

در دایره  - 27 ROC cmABتقسیم کرده است. اگر  2به  1سانتی متر را به نسبت  9به طول  CDوتر ABوتر , 11 آنگاه ،

  را با چه نسبتی قطع می کند. ABوتر CDوتر 

 حل:

6392
2
1 9    MDMCMCMC

MD

MC MCMD    

 

  








 

 








9
2

92
9
2

29
029

018111163

11

11

2

MB

MA
MBMA

MB

MA
MBMA

MAMA

MAMAMAMAMBMAMDMC

MAMB

MAMB

..

 

M

T

K

T 

O

K 

R

R

R

R o

M
T

K

T 

O

K 

R

R

R

R
o

H

O

T

 C

T 

O

 C

R
R

R

D

C
A

M

B
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روی دایره است(. همچنین خط  Aایم )را بر آن رسم کرده 310به طول  PAای، مماس در خارج دایره Pاز نقطة – 28

را به دست  PCو  PBهای طول .20BCقطع کرده است و  CوBایم که دایره را در دو نقطة یدهگذران Pراستی از 

 آورید.

 حل:

   

   301003010

03002020310
0

222






PCPBPBPB

PBPBPBPBPCPBPA

PB
,

 

 

و  16AMتر بر هم عمودند. اگر از دایره بزرگCDو ABم مماس و دو قطر در شکل مقابل، دو دایره بر ه – 29

10ND .شعاع دو دایره را پیدا کنید 

 حل:

 باشد در این صورت داریم: Rو شعاع دایره کوچکتر Rفرض کنیم شعاع دایره بزرگتر 
16 RAMROM 

 می دانیم در یک دایره قطر عمود بر یک وتر آن وتر را نصف می کند پس داریم:
10 RNOONNNMB 

    251610 2
 RRRROBOMNOONدردایره کوچکتر 

17341622  RRAMABMBR 
ها مماس رسم روی مماس مشترک آنها بر دایرهMاند از نقطة بر هم مماس Tنقطة  مطابق شکل تمام دایره ها در – 30

...ایم ثابت کنید : کرده 4321 MTMTMTMT 

 حل :

و ول دطمی دانیم اگر از یک نقطه بیرون دایره، دو مماس بر آن رسم کنیم 

 پس داریم: بر تمام دایره ها مماس است MTاز طرفی مماس با هم برابر است. 

 ...






















4321

4

3

2

1

MTMTMTMTMT

MTMT

MTMT

MTMT

MTMT



 

شکل  دو به دو بر هم مماس اند. مطابق rسه دایره به شعاع های برابر  - 31

ر مقابل این سه دایره به وسیله نخی بسته شده اند. نشان دهید طول این نخ براب

rr 26   .است 

همچنین نشان دهید مساحت ناحیه محدود به سه دایره برابر 









2
32 

r 

 است.

 حل:

C

B

P
A 310

20

C

BA

D

OM

N

N

M

3T
2T

D
1T

4T

T

D

C

A B

1

1
1

C

A
Br r

r

r

r

r

22

2

E

F

GH

I

3

4

34

3

4

1 1

1

1

1

1
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602 222 


CBArACBCABABC ˆˆˆ: 
 

120360 1
6090

4321
243  
 AAAAA AAA ˆˆˆˆˆ ˆ,ˆˆ  

 

12011به همین ترتیب  CB ˆˆ 

جه را با نماد بر حسب در IDاگر اندازه کمان 


ID  نمایش داده و طول کمانID  را با نماد


ID:نمایش دهیم داریم 

3
2

2360
120

2360
r

ID
r

ID

r

ID
ID 















 

به همین ترتیب 
3

2 r
EFHG






 و در نتیجه طول نخ برابر است با: 

rr
r

r
r

r
r

rIDIHHGFGEFDE 
 26
3

22
3

22
3

22 


 

6360
60 2

602
60 r

S
r

S

قظاع

قطلع 


 






 

    2
2

2
60

3
6

32
4
33 r

r
rSS

قطاع
ABC




    مساحت ناحیه محدود به سه دایره 

سانتی متر مربع  16سانتی متر است و مساحت ناحیه محدود بین آنها  2طول خط المرکزین دو دایره مماس درونی – 32

 است. طول شعاع های دو دایره را به دست آورید.

 حل:

   816162
2

22  RRRRRRRRRR


, 









35

8
2

RR
RR

RR
, 

 دارد. قطعه دایره نام داریم، مساحت ناحیه سایه زده را محاسبه کنید. این ناحیه،  یک 4مطابق شکل دایره به شعاع  – 33

 حل:



OABمتساوی الاضلاع است  




6018060 BABAOBOAOAB BA ˆˆˆˆ:
ˆˆ 

                                                           3416
4
3

4
3 2

1   OASS
ABC

  

                                            
3

8
16

6
1

360
60 2

2


  RS مساحت قطاعOAB 

                                                       34
3

8
12 


SS  مساحت ناحیه سایه زده 

 .ن بگذرد..آة رئوس یک چند ضلعی را محاطی گوییم اگر و فقط اگر ... دایره ای... وجود داشته باشد که ... از هم– 34

 مرکز دایره محاطی یک چند ضلعی ... نقطة همرسی نیمساز های زاویه های چند ضلعی... است .

 .. ماس باشد.مع آن اشد که ... برهمة اضلایک چند ضلعی را محیطی گوییم اگر و فقط اگر ... دایره ای... وجود داشته ب

4

A

B
4O

60

O O


d
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 مرکز دایره محیطی یک چند ضلعی ... نقطة همرسی عمود منصف های اضلاع آن چند ضلعی... است.

 ثابت کنید مرکز دایره محیطی یک چند ضلعی نقطة همرسی عمود منصف های اضلاع چند ضلعی است. – 35

 حل:

ت و ه اسخط از دو سر پاره خط به یک فاصل می دانیم هر نقطه روی عمود منصف یک پاره

 بلعکس.

O روی عمود منصفAB  است ROAOB 

بر روی عمود منصف تمام اضلاع چند ضلعی است و در نتیجه مرکز  Oبه همین ترتیب نقطة 

 عی نقطة همرسی عمود منصف های اضلاع چند ضلعی است.دایره محیطی یک چند ضل

 رکز دایره محاطی یک چند ضلعی، نقطة همرسی  نیمسازهای زوایای داخلی چند ضلعی است.ثابت کنید م -36

 حل:

 بلعکس. ست ومی دانیم هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله ا

Oمساز زاویه روی نیÂ  است ROMON 

برروی نیمساز تمام زوایای داخلی چند ضلعی است و در نتیجه مرکز  Oبه همین ترتیب نقطة

 ت.دایره محاطی یک چند ضلعی نقطة همرسی نیمسازهای زوایای داخلی چند ضلعی اس

rPSباشد ، نشان دهید  rشعاع دایره محاطی برابر  P2و محیط  Sضلعی محیطی با  مساحت  nاگر در یک  – 37 . 

 حل:

 ضلعی باشد داریم: n، رئوسnAو و ...  2Aو  1Aاگر 

    rPPrAAAAAAr

AArAArAArSSSS

nn

nnoAAOAAOAA nn









2
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

13221

132212 1321

...

......

  

 ر مثلث همواره محاطی است.ثابت کنید ه -38

 حل:

می دانیم عمود منصف های اضلاع یک مثلث همرسند، پس نقطة همرسی عمود منصف 

أس مثلث به یک فاصله است. بنابراین اگر های اضلاع مثلث تنها نقطه ای است که از سه ر

دایره ای به مرکز نقطة تلاقی سه عمود منصف و به شعاع فاصلة این نقطه از یکی از رئوس 

مثلث رسم کنیم، این دایره از هر سه رأس می گذرد، یعنی دایره محیطی مثلث است. در 

 نتیجه مثلث همواره محاطی است.

 یطی است.حثابت کنید هر مثلث همواره م -39

 حل:

می دانیم نیمساز های زوایای داخلی یک مثلث همرسند، پس نقطة همرسی نیمساز های 

زوایای داخلی مثلث تنها نقطه ای است که از سه رأس مثلث به یک فاصله است. بنابراین 

C
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اگر دایره ای به مرکز نقطة تلاقی سه نیمساز های زوایای داخلی مثلث و به شعاع فاصلة این 

از یکی از اضلاع مثلث رسم کنیم، این دایره بر هر سه ضلع مماس است ، یعنی دایره نقطه 

 محاطی مثلث است. در نتیجه مثلث همواره محیطی است.

 

 

 

 همرسند. Ĉو  B̂با نیمساز های خارجی دو زاویه  Âثابت کنید نیمساز زاویة ABCدر مثلث  – 40

     حل:

1d  نیمساز خارجی زاویهĈ    HSSH  

2d  نیمساز خارجی زاویهB̂   HSSH  

HSHSدر نتیجه  یعنی نقطه ،S ازدوضلع زاویهÂ  به یک فاصله

 نیز قرار دارد . Aروی نیمساز زاویه  Sاست پس نقطه 

باشد ثابت کنید P2و محیط آن  Sرا با  ABCدر شکل زیر اگر مساحت مثلث  – 41
aP

S
ra


  . 

 حل:

  
aP

S
raPrBCBCACABr

BCrACrABrSSSSS

aa

aP

a

aaa
BCOACOABOABC


















 

2
2
1

2
1

2
1

2
1

2
  

 

 ثابت کنید یک چهار ضلعی محاطی است اگر و فقط اگر ، زوایای مقابل مکمل باشند. - 42

   حل :

180حکم:     محاطی است         ABCDفرض:  DBCA ˆˆˆˆ 






180
2

360
222





DABDCBDABDCB

CA ˆˆ 






180
2

360
222





CBACDACBACDA

DB ˆˆ 

180CAفرض :  180DBو  ˆˆ  محاطی است . ABCDحکم : چهار ضلعی        ˆˆ

ABCبر سه نقطه   Dیم ثابت کنیم که این دایره از نقطه یک دایره می گذرد، می خواه ,,

نگذرد ،  Dنیز می گذرد . برای اثبات از برهان خلف استفاده می کنیم اگر این دایره از نقطه

قطع کند و  Dا در نقطه ای مانند امتداد می دهیم تا دایره ر Dرا از طرف  CDپاره خط 

DABCوصل می کنیم، چون چهار ضلعی Aبه  Dاز   محاطی است  در این صورت می

180DB توان نوشت  : 180DBاز طرفی طبق فرض داریم ˆˆ بنابراین نتیجه می  ˆˆ

DDشود  .  اما می دانیمD  زاویه خارجی مثلثDAD   است ، پسDD ˆˆ  دو رابطه .

D
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DD ˆˆ  وDD  جه فرض خلف باطل بوده و حکم با یکدیگر در تناقض هستند در نتی

 برقرار است.

 

 

 

 

 ست.دیگر ا در یک چهار ضلعی محیطی مجموع اندازه های دو ضلع مقابل برابر مجموع اندازه های دو ضلع – 43

 حل:

BCADCDABمحیطی است  حکم:ABCDفرض:  

ر آن رسم کنیم ، طول دو مماس با می دانیم اگر از یک نقطه بیرون دایره دو مماس ب

 یکدیگر برابر است پس داریم:

BCADNCBNQDAQ

DQNCBNAQPDCPMBAMCDAB




 

 

 

ثابت کنید یک چهار ضلعی درصورتی محیطی است که مجموع اندازه های دو ضلع مقابل برابر مجموع اندازه های دو  – 44 

 ضلع دیگر باشد.

 حل:

BCADCDABفرض :      :حکمABCD   محیطی است 

 قطع می کنند، پس داریم: lیکدیگر را در نقطةCو  Bنیمساز های دو زاویه 

l  روی نیمساز زاویةB̂  است lNlM 

l  روی نیمساز زاویةĈ  است lPlN 

RlPlNlMو به شعاع  lدایره ای به مرکز    رسم می کنیم این دایره بر رئوسAB  و

BC  وCD  رسم می کنیم ادعا می کنیم این دایرهAD  نیز مماس است  به برهان خلف فرض

 ABCEرا مماس بر دایره رسم می کنیم در نتیجه   AEمماس نباشد ، ADکنیم دایره بر 

 محیطی است پس داریم :

DEAEADAEBCDEBCAD

AEBCDECDABAEBCCEAB
BCADفرض







 

مجموع دو ضلع از ضلع سوم بزرگتر  ADEاما چنین چیزی امکان پذیر نیست چون در مثلث 

 است . پس فرض خلف باطل و حکم بر قرار است. 

 محاطی یا محیطی بودن ذوزنقه را بررسی کنید. –45
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 حل:

لی نه محاطی است و نه محیطی است. اما در حالت خاص یک ذوزنقه در حالت ک

 می تواند محاطی یا محیطی باشد. 

 .ستندذوزنقه  متساوی الساقین محاطی است زیرا زوایای مقابل در آن مکمل ه

لع اما فقط در صورتی محیطی است که مجموع دو ضلع مقابل با مجموع دو ض 

 مقابل دیگر برابر باشد

 ودن کایت را بررسی کنید.محاطی یا محیطی ب –46

 حل:

اند و اضلاع مساوی، مجاور دو با هم مساویبهکایت دارای چهار ضلع است که دو می دانیم

کنند و یکی از قطرها دیگری را به دو ع میطقائمه ق ة همدیگر را با یک زاوی  قطرها . یکدیگرند

 و زوایای مقابل برابرند. .(کند. )یک قطر عمود منصف قطر دیگر استقسمت برابر تقسیم می

 کایت در حالت کلی محیطی است زیرا:

  BCADDCABBCDCABAD
BCAD

 , 

 اما محاطی نیست  

 ود.شمگر آنکه زوایای مقابل مکمل باشند که در این صورت کایت به مربع تبدیل می 

 محاطی یا محیطی بودن متوازی الاضلاع را بررسی کنید. - 47

 حل:

 الاضلاع نه محاطی است و نه محیطی است.در حالت کلی، متوازی 

داشته باشد یعنی به مستطیل تبدیل شود،  90در حالت خاص اگر  متوازی الاضلاع، زاویه

محاطی خواهد بود و اگر اضلاع مجاور آن برابر باشند یعنی به لوزی تبدیل شود، محیطی 

 خواهد بود.

 طیل را بررسی کنید.محاطی یا محیطی بودن مست - 48

 حل:

 در حالت کلی، مستطیل محاطی است ولی محیطی نیست.

ود، یل شدر حالت خاص اگر  اضلاع مجاور مستطیل ، برابر باشند یعنی به مربع تبد

 محیطی خواهد بود.

 حاطی یا محیطی بودن لوزی را بررسی کنید.م -49

 حل:

ابل لع مقمقابل با مجموع دو ضدر حالت کلی، لوزی  محیطی است زیرا مجموع دو ضلع 

 دیگر برابر است ولی محاطی نیست.
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داشته باشد یعنی به مربع تبدیل شود، محاطی  90در حالت خاص اگر  لوزی، زاویه

 خواهد بود.

 

 

 

 

 

 

 ویسید(ثابت کنید یک ذوزنقه محاطی است اگر و تنها اگر متساوی الساقین باشد. )فرض و حکم را بن –50

 حل:

BCADفرض:    حکم: ذوزنقهABCD محاطی است 

CDBCAD ˆˆ  

 
 180180  DBCACBDAABCD

DC

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆ

 ذوزنقه

 ت.و چون زوایای مقابل در آن مکمل هستند پس ذوزنقه  متساوی الساقین محاطی اس

BCADحکم:    تمحاطی اس ABCDفرض: ذوزنقه  

 

BCADDC

DCDCCDDBCA
CD






ˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22180180180
180180



 

 محاط شده باشد. Rمساحت مثلث متساوی الاضلاعی را به دست آورید که در دایره ای به شعاع  – 51

 حل:

 مرکز دایره محیطی یک مثلث، نقطة همرسی عمودمنصف های اضلاع مثلث است .و

 بق .منط لاضلاع عمود منصف اضلاع و میانه و ارتفاع وارد برآن بر همدر مثلث متساوی ا

یکدیگر را قطع می کنند 1به  2میانه های مثلث به نسبت 







 AMR

3
 . پس داریم:2

  222

2
3

4
333

4
3

4
3

3
2
3

2
3

2
3

3
2

3
2

RRaS

RaRaRhhAMR
ah



 


 

و قاعده سابی دانگین حیک ذوزنقه، هم محیطی است و هم محاطی، ثابت کنید مساحت این ذوزنقه برابر است با می –52

 ضرب در میانگین هندسی آنها .

 حل:

BCADمحاطی است پس متساوی الاساقین است یعنی  ABCDچون ذوزنقه   

 :محیطی است پس ABCDو چون ذوزنقه 

    2
2 nm

ADADBCADDCAB
ADmn


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9011

nm
HCDHHBCADH

HBAH
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BCAD
ضلعيکووتر 

 















ˆˆ 

mn
mnnmmnnmnmnm

DHADAHADH 









 








 




4
22
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222: 

mn
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AH
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SABCD 






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 شعاع دایره محاطی داخلی باشد، نشان دهید: rشعاع های سه دایره محاطی خارجی مثلث و   crو  ar ،brاگر  –53

rrrr cba

1111
 

 :حل

می دانیم :
aP

S
ra


  و

bP

S
rb


  و

cP

S
rc


  

P

S
rrPACBCABr

ACrBCrABr

SSSSS

P

AOCBOCAOBABC


















 

  
22

1
2
1

2
1

2
1

 

 
rS

P
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cbaP

S

cP

S

bP

S
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cP

S
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Srrr

P
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
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












 

 اندازه های سه ارتفاع باشند، نشان دهید: chو  ah،bhبوده و  ABC، شعاع دایره محاطی داخلی مثلث rاگر  -54

rhhh cba

1111
 

 حل:

P

S
rrPACBCABr

ACrBCrABr

SSSSS

P

AOCBOCAOBABC


















 

  
22
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2
2
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به همین ترتیب  
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 :بنا براین می توان نوشت 
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Tو  Tباشند و  Pو M،Nبا اضلاع آن  ABCاگر نقاط تماس دایره محاطی داخل مثلث – 55   نقطه های تماس یک دایره

 طی خارجی با خط های شامل دو ضلع باشند، نشان دهید:محا
aPANAM  

cPCQCMbPBQBN  , 

PTAAT  
 حل:

ابر ا هم بربماس می دانیم اگر از یک نقطة بیرون از دایره دو مماس بر آن رسم کنیم طول دو م

ANAMاست یعنی داریم: ،BQNB وQCMC   وTAAT  در این صورت .

 داریم:

aPANaPBCBCACABBCACAB

CQBQACABMCACNBABAMANANANAN





222
2

 

cPCQCMbPBQBN به همین ترتیب داریم :  , 

PTAATPAT

PACQCQBABTAATATATAT

QCACTCACTAQBABBTABAT

TAAT

BC

 







22


,

 

عی های منتظم محاطی و محیطی در آن در ضل nو  rیک دایره به شعاع  -56

ضلعی های منتظم  nاندازه های ضلع های  CDو  ABنظربگیرید. نشان دهید اگر 

محیطی و محاطی باشند، آن گاه 
n

rAB
1802 tan  و

n
rCD

1802 sin. 

 حل:

ر را ر آن وتنظی انیم خطی که از مرکز دایره، به وتری از دایره عمود شود آن وتر و کمانمی د

نصف می کند پس :
2

AB
MBAM   وMOBMOADMCM ˆˆ 



 

2
90

AB
BMAMBOMAOM

OMBOMA

OMOM

MOBMOA
زضز

 















ˆˆ

ˆˆ

 

n
rAB

n
r

AB

n
rMB

r

MB

nOM

MB
oOMB

180
2

180
2

180180

tantan

tantanˆtan:






 

n
rCD

n
r

CD

n
rHD

r

HD

nOD

HD
oOHD

180
2

180
2

180180

sinsin

sinsinˆsin:






 

 

 

 

A

O

T

B
Q

C

T 

M
N

M

H

A B

DC

n

180

O
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مفروض است با امتداد دادن  اضلاع شش ضلعی مطابق ABCDEFمنتظم  شش ضلعی – 57

 را ساخته ایم. MNPشکل ، مثلث 

      متساوی الاضلاع است. MNPالف( نشان دهید 

 است. MNPب( نشان دهید مساحت شش ضلعی، دوسوم مساحت مثلث 

TH ،HTدرون شش ضلعی عمود های  Tدلخواه  پ( از نقطة   وHT    را به ترتیب برBC 

 ،ED  وAFمی دانید ، مجموع طول های این سه  1ایة رسم کنید. با توجه به آنچه از هندسة پ

 برابر است؟ MNPعمود با کدام جزء از مثلث 

است؟   MNPچه کسری از مساحت مثلث  TAFو  TBC  ،TDEت( مجموع مساحت های 

21نشان دهید:  SSSSSSSS TCDTEFTABTAFTDETBC  

 حل:

الف( هر زاویة داخلی شش ضلعی منتظم  


120
6

18026


 

هر زاویة خارجی شش ضلعی منتظم 60120180 :است بنابراین6022  BA ˆˆ 

 

60180 60
22

22  




MBAMMAB
BA ˆˆˆˆ:
ˆˆ 

60به همین ترتیب : PN  متساوی الاضلاع است.MNPو در نتیجه مثلث  ˆˆ

aFEPFPEDCNCNDMBMAABب( با توجه به قسمت قبل :   و در نتیجه 

aNPMPMN 3  و  22

4
393

4
3

aaS
MNP

 

222

2
33

4
33

4
393 aaaSSS

MABMNP
ABCDEF   

3
2

4
39

2
33

2

2




a

a

S

S

MNP

ABCDEF 

ثلث ملع ضلاع از سه ضپ( می دانیم مجموع فواصل یک نقطة دلخواه درون مثلث متساوی الا

aahHTHTTHبرابر ارتفاع مثلث است.
2

333
2
3

 

ت(                 
  

  2

1

4
33

2
33

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

aaaTHHTHTa

BCTHDEHTAFHTSSSS
aaa

TBCTDETAF



 

 

C
T

NDEP

M

BA

F

H

H 

H 

G
G

G 
1

2
1

2
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3
1

4
39

4
33

2

2

1 

a

a

S

S

MNP

 

2
122

22
21 4

33
4

33
2

33
aSSSaaSSS ABCDEF  

م، چهار کنیاز یک دایره را رسم می BDو  ACدو قطر عمود بر هم  – 58

یک مربع است،چرا؟ عمود منصف های ضلع های این مربع را  ABCDضلعی 

منتظم  AMBQCPDNرسم کنیدتا دایره را قطع کند. نشان دهید هشت ضلعی 

 است.

 حل:

  از آنجاییکه قطر ها منصف یکدیگرند ABCDدر چهار ضلعی 

(RODOBOCOA (  ، پس متوازی الاضلاع است، و چون قطر ها با هم برابر ند

 مستطیل است و چون قطرها بر هم عمودند، مربع است.


 ADCDBCABADCDBCAB 

BMAMBMAMABPM 


  
 :به همین ترتیب

 
 NADNPDCPQCBQMBAM  

135
2

270
2

45
8

360









BQA
AMB

NADNPDCPQCBQMBAM

ˆ




 

 است 135برابر  AMBQCPDNداخلی هشت ضلعی به همین ترتیب تمام زوایای 

 چون در این هشت ضلعی ، اضلاع برابر و زوایا نیز برابرند پس منتظم است.
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