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 ٥/١٢/١٣٩٠زمان برگزاری:   ۱کد سؤالات: 

 

٥ از ١ ةصفح

 سؤال پاسخ دهيد. جـواب ايـن سـؤالات يـک عـدد      ١٠شما بايد به  بخشآموز عزيز، در اين  دانش
نامه بنويسيد. به عنوان مثال اگر پاسخ  حداکثر پنج رقمی است و شما بايد ارقام آن را جداگانه در پاسخ

 چنين چيزی بنويسيد: ،نامه بود شما بايد در مقابل شمارة سؤال در پاسخ ٦٩٥٠سؤالی 

0  5  9  6    
چون پاسخ شما توسط ماشين خوانده خواهد شد. البتـه لازم نيسـت کـاملاً شـبيه      ،خوانا بنويسيد

وجـه از ارقـام    هم ايـرادی نـدارد ولـی بـه هـيچ     » 6«به شکل  ٦؛ حتی نوشتن رقم بنويسيدنمونة بالا 
 ١٠مورد ايـن  در  نمرة مثبت دارد. ٤پاسخ درست به هر سؤال در اين قسمت  انگليسی استفاده نکنيد.

 پاسخ نادرست نمرة منفی ندارد.سؤال 
 

ac اعدادی طبيعی باشند که cو  a ،bفرض کنيد  .١   عليه مقسوم ترين بزرگ، 2012
 مقدار. است ۱۳۹۰ برابر cو  b مشترک مضرب ترين کوچک و ۱ برابر b و a مشترک

a b c  است؟ چند 
 
ستان که از توابع فلفلستان و قاخيراً سه شهر نمکستان، سما .٢

تقيماً به شکرستان متصل آهن مس شِکرستان هستند از طريق خط راه
بليط  ۱۲گردی سفر خود را از نمکستان شروع کرده و  اند. جهان شده

اگر او  .های خود استفاده کند خواهد از همة بليط قطار دارد و می
تواند  ستان وارد شود به چند روش میقدقيقاً يک بار به سما بخواهد

ستان و قسما(توجه کنيد که بين نمکستان،  سفر خود را انجام دهد؟
  مسير مستقيم وجود ندارد.)ستان فلفل

 
abترين مقدار ممکن  است. بيش ۳۰برابر  cو  a ،bمجموع اعداد حقيقی نامنفی  .٣ bc3 4 

 قدر است؟ چه
 
عبارت در  توان به چند حالت می .٤   1 2 7 ا را تعيين کرد که ه ها و منفی مثبت

 حاصل مثبت باشد؟
 
اند.  در دو طرف خيابان اصلی شهر هجده چراغ برق در دو رديف نُه تايی مقابل هم نصب شده .۵

 اند ها خاموش شده فاصلة بين دو چراغ متوالی پنجاه متر و عرض خيابان ده متر است. بعضی از چراغ
اما در فاصلة کمتر از شصت متر از هر چراغ خاموش حداکثر سه چراغ خاموش ديگر وجود دارد. 

 های خاموش حداکثر چندتاست؟ تعداد چراغ
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٥ از ٢ ةصفح

 
شش نقطه روی يک دايره قرار دارند و با رسم  .٦

ها،  برخی خطوط مماس و خطوط واصل آن
، Â. اگر زوايای رو حاصل شده است شکل روبه

B̂،Ĉ،D̂ وÊ۱۰، ۷، ۴ترتيب، برابر با ، به ،
را بر  XYZˆدرجه باشند، اندازة زاوية  ۱۶و  ۱۳

صحيح عدد (اگر پاسخ  حسب درجه بنويسيد.
 نيست، جزء صحيح آن را بنويسيد.)

 
	به ،abو  a ،b مثبت های عليه	اعدادی طبيعی باشند که تعداد مقسوم bو  aفرض کنيد  .٧

 دارد؟ مثبت عليه	چند مقسوم b2باشد. عدد  8و  4، 3ترتيب، برابر با 
 
در هر سطر و در هر ستون قرار داد که  ۴*۴جدول  يک در مهره ۴ توان به چند طريق می .٨

 ؟يک مهره وجود داشته باشدکم  دست
 
BACداريم ABCدر مثلث  .٩  60 ،AB  7 ACو  3  14 . نقطة متغير 3

X خط  را روی پارهBC گيريم. از نقطة در نظر می X  دو خط به موازاتAB  وAC  رسم
قدر  هچ BXخط  طول پاره قطع کنند. Zو  Yرا در نقاط  ABو  ACکنيم تا به ترتيب  می

 باشد؟ داشته را ممکن طول ترين	کم YZخط  باشد تا پاره
 

)ای  چندجمله .١٠ )P x  برابر است با مجموعnx  هايی کهn 1 کم يکی از  بر دست nو  120
 دارد؟ متمايز ای چند ريشة حقيقی پذير باشد. اين چندجمله بخش 3يا  2اعداد 

A  

D
 E

 

B
 

C
 

X
 

Y
 

Z
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٥ از ٣ ةصفح

پاسـخ  در ايـن قسـمت    ای پاسخ دهيد. گزينه سؤال پنج ١٥شما بايد به  بخشآموز عزيز، در اين  دانش
 نمرة منفی دارد. ١نمرة مثبت و پاسخ نادرست  ٤ؤال درست به هر س

 
6و قاعدة  ۳با ارتفاع  ليجسم به شکل مکعب مستط کي .۱  A قرار دارد. نقطة نيزم یرو 4

 نيزم یاست قرار دارد. جسم را حول ضلع مقابل آن رو ۶از قاعده که طول آن  یضلع یرو
 دور کامل بچرخد. نقطة کيتا جسم  ميده یقدر ادامه م کار را در همان جهت آن نيو ا ميغلطان یم
A کرده است؟ یرا در فضا ط یچه مسافت 
 12ه)  8د)  6ج)  4ب)  3الف) 

 
برابر مجموعة اعضايی است که  ،ها يک از گزينه را در نظر بگيريد. کدام Cو  A ،Bسه مجموعة  .۲

 کم عضو دو تا از اين سه مجموعه است؟ دست
)الف)  ) ( )A B C A B C      (ب( )A B C A B C     

)ج)  ) ( ) ( )A B B C A C      (د( ) ( ) ( )A B B C A C     
  های ج و د هر دو صحيح هستند. گزينهه) 
 
}توان مجموعة  به چند روش می .٣ , },,2 ها با  ضرب اعضای آن را دو قسمت کرد که حاصل 301

 ديگر برابر باشد؟ يک
 روش ۱۰۰و  ۱۱بين ج)  روش ۱۰و  ۱بين ب)  الف) اين کار ممکن نيست.

  روش ۱۰۰۰ه) بيش از  روش ۱۰۰۰و  ۱۰۱بين د) 
 
. نقطة مفروض است ساق ۱۰و طول  Aرأس  ةيبه زاو ABC نيالساق یمتساو ةيالزاو مثلث قائم .۴

. رديگ یقرار م BCDداخل مثلث  Aکه، نقطة  یدر صفحه مفروض است به طور Dخواه  دل
را به  CDو  BDتا اضلاع  ميکن یرا رسم م CADو  BAD یايزوا یداخل یسازها مين

باشد،  EFخط  واقع بر پاره BCD. اگر مرکز ثقل مثلث دقطع کنن Fو  Eدر نقاط  ب،يترت
 قدر است؟ چه ADخط  طول پاره

 دارد. Dبستگی به مکان ه)  ۳۰د)  ۲۰ج)  ۱۵ب)  ۱۰الف) 
 
xای  جمله چند .۵ x x4 2 2 1    را در نظر بگيريد. مجموعةx ها اين  هايی که به ازای آن

 ؟دارد یشکل چه، استای نامنفی  چندجمله
 خط خط و يک نيم يک پارهج)  خط دو پارهب)  خط الف) يک پاره

  خط دو نيمه)  خط خط و دو نيم يک پارهد) 
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٥ از ٤ ةصفح

انتخاب کرد که کسر  ۱۰تا  ۱ز بين اعداد ارا  bو  a طبيعی توان دو عدد به چند طريق می .۶
a b

a b




 باشد؟ طبيعیعددی  

 ٣٤ه)  ٢٩د)  ٢٨ج)  ٢٤ب)  ۱۹الف) 
 
متر چهار شکل زير را  2های يک متر و  فرض کنيد با لولا کردن تعدادی قطعة چوبی به طول .۷

ها  دور لولاها بچرخند. چند تا از اين شکل ،نند آزادانه در صفحهتوا که قطعات می به طوریايم  ساخته
 ها تغيير شکل دهند؟	چوب توانند با حرکت قطعه می

 
 ٤ه)  ٣د)  ٢ج)  ١ب)  کدام الف) هيچ

 
)مجموعة نقاطی از صفحه که دارای نمايشی به شکل  .۸ , )x y xy2  yو  xهستند، که  2

 ها تقريبی هستند.) اعدادی حقيقی هستند، کدام گزينه است؟ (شکل

 ج)  ب)  الف) 

 ه)  د) 

 

 
در هر  وزغديگر قرار دارند.  متری يک ۲و يک ملخ در فاصلة  وزغيک  .۹

کند و  حرکت می ،روی زمينسمت ملخ، متر به  سانتی ۵۰يا  ۲۵ثانيه 
ی . در صورتپرد می به سمت وزغ متر سانتی ۵۰يا  ۲۵ملخ نيز در هر ثانيه 

ايستد. به  خورد و می ا میملخ ر اين دو روی زمين به هم برسند، وزغ که
  چند روش ممکن است ملخ خورده شود؟

 ٣٢ه)  ٢٤د)  ١٨ج)  ١٧ب)  ۸الف) 
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٥ از ٥ ةصفح

 
 دو هيچنه  دو، آن جز به و اند متقاطع ها	آن از تا دو که اند شده داده فضا در خط چهار کنيد فرض .۱۰

 را ها	آن ایت چهار هر که دارد وجود فضا در خط چند حداکثر. هستند و نه موازی متقاطع یخط
 کند؟ قطع
 ٣ج)  ٢ب)  ۱الف) 
 هر چهار تا را قطع کند. تواند ینم یخط چيهه)  نهايت د) بی

 
xyکه  y و x یقيهر دو عدد حق یکه برا a یقيعدد حق نيتر بزرگ .۱۱ yx  2 2 54 0 
x و  ax مي، داشته باش0 yکدام است؟ ، 

3الف)  80  (ب4  (3ه)  ٤د)  ٠ج 80 
 

xرا انتخاب کرد که  zو  x ،yتوان سه عدد طبيعی  به چند طريق می .۱۲ y z xyz  2؟ 
 ممکن نيست.ه)  ١د)  ٢ج)  ٤ب)  ۷الف) 

 
مرغ  تخم ورو، املت  هر روز تنها يکی از غذاهای نيم» طلا مرغ تخم«رستوران  .۱۳

ی را طوری تنظيم خواهد برنامة هفتگ کند! مدير رستوران می پز را ارائه می آب
مختلف کند که غذای هيچ دو روز متوالی يکی نباشد. اين کار به چند روش 

 ممکن است؟ (توجه کنيد که روز بعد از جمعه، شنبه است!)

 
 ۱۹۲ه)  ۱۶۸د)  ۱۲۶ج)  ۸۴ب)  ۷۸الف) 

 
)چند زوج مرتب  .۱۴ , )x y رو روبهدر دستگاه معادلات  ،از اعداد حقيقی 

 کند؟ صدق می
x y xy

y x yx

    

2 2

2 2

 ۵ه)  ۴د)  ۳ج)  ۲ب)  ۱الف)  
 

ای وجود ندارد که بر هر 	محيطی نيست؛ يعنی دايره ABCDفرض کنيد چهارضلعی محدب  .۱۵
هايی را در نظر بگيريد که بر سه ضلع از اين چهارضلعی مماس 	چهار ضلع آن مماس باشد. دايره

 گيرند؟ کاملاً داخل چهارضلعی قرار می ها	د. چند تا از اين دايرههستن
 سه تا یدو تا و گاه ی) گاهب چهار تا یسه تا و گاه یدو تا، گاه یگاه ی،به چهارضلعه ) بستالف

 یکي) همواره ه ) همواره دو تاد دو تا یو گاه یکي ی) گاهج
 



  به نام او

  ۱۳۹۰المپياد رياضی کشور، سال  اُمين حل سؤالات مرحله اول سی راه

  .پاسخ بر اساس کد يک سؤالات کوتاه
  

=´به عوامل اول به صورت  2012ی  تجزيه .۱ 22012 2 پس بايد  ac=2012است که چون  503
]با توجه به اين که  c503حالت . پذير باشد بخش 503بر  cو  aيکی از  دقيقاً , ]c b c = و اين  1390
 . های زير را داريم و لذا حالت a503پس . پذير نيست امکان ندارد بخش ۵۰۳بر  ۱۳۹۰که 

a. الف = cو  503 = ]جا که  از آن. 4 , ]b c=1390  برc =   . پذير نيست امکان ندارد بخش 4
a. ب = cو  1006 = ]جا که  از آن. 2 , ]b c =  aاست که چون  ۱۳۹۰و يا  ۶۹۵برابر  b، مقدار 1390
bطبق فرض مسئله عامل مشترک ندارند تنها حالت  bو  = قابل قبول است که در اين حالت  695

a b c+ + = 1703.  
a. پ = cو  2012 = ]جا که  آناز . 1 , c]b = 1390 ،b  باشد که با  ۱۳۹۰بايد برابر( , )a b = تناقض  1

  . دارد
  

 . است 1703بنابراين پاسخ مسئله 

  
سفر بعدی، در سفرهای فرد به يکی از توابع شکرستان  ۱۱در . در سفر اول مجبوريم به شکرستان برويم .۲

تا هستند را بررسی  پس تنها سفرهای فرد که شش. گرديم رويم و در سفرهای زوج به شکرستان بازمی می
 ۶سفر  ۶برای انتخاب اين سفر از بين . دانيم که دقيقاً يکی از اين سفرها به سماقستان است می. مکني می

پس طبق . ی نمکستان و فلفلستان وجود دارد گزينه ۲سفر ديگر هم  ۵برای مقصد هر کدام از . حالت داريم
=اصل ضرب پاسخ مسئله  ´ 5192 6  . است 2

 

abترين مقدار ممکن برای  بيش .۳ bc+3 برای اثبات اين حکم ابتدا يک لم را بيان و . است ۹۰۰برابر  4
  .کنيم اثبات می

)، yو  xبرای هر دو عدد حقيقی . لم )x yxy £ + 24 .  

(. اثبات ( )( xy x yx y - = - ³+ 2 24 0.  
  



(( ) (( ) )) a c bab bc a c b ab a b c£ + £ + ++ = + - =23 4 44 900   
abو تساوی زمانی است که  = aو  0 c b+ = = aو لذا  15 = bو  0 c= = 15.   

 

باشد، عدد حاصل  S ها منفی است برابر  در چنين عبارتی مجموع اعدادی که علامت آندقت کنيد که اگر  .۴
S-28برابر  =+.(خواهد بود 2 + +28 1 2 7(  

ها منفی  ها به عددی مثبت برسيم، اگر به جای مثبت به علاوه دقت کنيد اگر با يک ترکيب از مثبت و منفی
هايی که به مثبت  پس تعداد حالت. رسيم و بالعکس ر دهيم به عددی منفی میها مثبت قرا و به جای منفی

هايی را  با اين توضيحات بايد تعداد حالت. رسيم هايی است که به منفی می رسيم دقيقاً برابر تعداد حالت می
  . رسيم پيدا کنيم که به حاصل صفر می

ها منفی  د بايد مجموع اعدادی که علامت آنطبق توضيحات ابتدايی برای اين که عدد حاصل برابر صفر شو
ترين عدد  حال اگر بزرگ. های انتخاب چنين اعدادی را بشماريم پس بايد تعداد حالت. باشد ۱۴است برابر 

}های ممکن  شود که حالت ۷باشد، بايد مجموع اعداد ديگر برابر  ۷انتخاب شده  , }1 6 ،{ , }2 5، { , }3 و  4
{ , , }1 2 های  حالتشود که  ۸ع اعداد ديگر باشد، بايد مجمو ۶ترين عدد انتخاب شده  اگر بزرگ. است 4

}ممکن  , }5 3 ،{ , , }1 2 }و 5 , , }1 3 باشد، بايد مجموع اعداد  ۵شده  انتخاب ترين عدد هستند و اگر بزرگ 4
}شود که فقط حالت  ۹ديگر  , , }2 3 رسيم و در  بنابراين در هشت حالت به حاصل صفر می. اين طور است 4

و چون تعداد کل  رسيم ت و در نيم ديگر به منفی میغير از اين هشت حالت در نيمی از حالات به مثب

-های منجر به عدد مثبت  تا است،  تعداد حالت72های ممکن  گذاری علامت =
72 8
2   . است 60

 

 .کنيم ها را مطابق شکل زير به سه دسته تقسيم می چراغ  .۵
 

  
 

. دسته خاموش است وسطی اين آن چراغ خاموش باشد، پس يکی از دو چراغ ۴تر از  اگر در يک دسته بيش 
متر دارد، با اين فرض  ۶۰تر از  ای کم فاصله اش دسته هم اين چراغ از پنج چراغ ديگرِ جا که توجه کنيد از آن

پس در . هر چراغ خاموش حداکثر سه چراغ خاموش ديگر قرار دارد تناقض دارد متری۶۰ِ سايگیِ که در هم



شکل . تواند خاموش باشد می چراغ ۱۲ريم و بنابراين در کل حداکثر وش داهر دسته حداکثر چهار چراغ خام
  .) های خاموش هستند  های توخالی چراغ دايره(. دهد چراغ را نمايش می ۱۲زير مثالی برای 

 
  
 

گذاری  های را نام رو کمان مانند شکل روبه .۶
در اين صورت معلومات سؤال معادل . کنيم می

 اين خواهد بود که 
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aدانيم چنين می هم b c d e f + + + + + = نويسيم و در  می fها را برحسب  ی زاويه حال همه.360
  . دهيم ی بالا قرار می رابطه
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kضرب اعداد اول به شکل  به صورت حاصل nی عدد طبيعی  توجه کنيد که اگر تجزيه .۷
kp p paa a1 2

1 2  
)dهای مثبت آن که با نماد  عليه باشد، تعداد مقسوم )n دهيم برابر  نمايش می
)(( ) ( )ka a a+ + +1 21 1 1 خواهد بود. 

بايد به  bو  p2بايد به شکل  aهای اين اعداد، عليه های صورت سؤال در مورد تعداد مقسوم طبق فرض

rاعداد اول هستند و  sو  p ،q ،rباشد که  rsيا و  q3شکل  s¹.  بنابراينab  بايد به شکلq p3 2 

  . های زير متصور هستند حال حالت. باشد rsp2و يا 

ab. الف pq= 3 pاگر . 2 q= ،d( )ab = pو اگر  6 q¹ ،( )d ab = کدام قابل قبول  که هيچ 12
  . نيستند

ab. ب rsp= )dسه عدد اول متمايز باشند،   pو  r ،sاگر . 2 )ab = . قبول نيست که باز هم قابل 12

pتوان فرض کرد  می برابر است که sو  rبا يکی از  pبنابراين  r= . در اين صورتab sp=   و لذا  3

d( )ab =   . که حالت مورد قبول است 8

bاست و لذا  psبه شکل   bبنابراين  p s=2 2 برابر  b2های  عليه دهد که تعداد مقسوم و اين نتيجه می 2
  . است ۹

 

ی سطر اول در  با انتخاب مهره. حالت داريم ۴گيرد  ای از سطر اول که مهره در آن قرار می برای انتخاب خانه .۸
ی سطر دوم در آن  ای که مهره قرار داد، پس برای انتخاب خانهتوان مهره  های سطر دوم نمی يکی از خانه

ها  ن هايی از سطر سوم و چهارم که مهره در آ به همين ترتيب برای انتخاب خانه. داريمحالت  ۳گيرد  قرار می
´برابر است با   پس پاسخ مسئله. حالت داريم ۱و ۲گيرد به ترتيب  قرار می ´ ´ =3 24 1 24 . 

 

ای با وتر به طول   الزاويه مثلثی قائم AHCبناميم، مثلث  Hرا  ABبر ضلع  Cاگر پای عمود وارد از  .۹
14 CAHاست که  3  =  پس . 60

cos( ) .cos ). (A CAH ACH AC AB = = ´ == =
160 7
2

314 3 



)الزاويه است خود قائم ABCاست و اين يعنی مثلث  Hی  همان نقطه Bو لذا  )B  = و طبق  90

BC ی فيثاغورس قضيه -= = =´ ´2 23 7 314 7 9 21.   
  : داريم YZSدر مثلث  ی فيثاغورس طبق قضيه. کنيم میسبه محا BXرا برحسب  YZحال طول 

( )YZ BXZS YS YX ZB= += + -2 2 2 2 2  
YXجا که      ن ی تالس و از آ  طبق قضيه AB ،YX CX

AB BC
BXو لذا  = BXYX - -= =21 21

21 3
7 3. 

ZXBکه   از طرف ديگر با توجه به اين  = )tanو  30 ) tan( ) ZB
BX

ZXB= =  =3
3 به  30

BXZBآوريم که   دست می =
3

 .  

  :خواهيم داشت YZی اخير در عبارت مربوط به  دو رابطهگذاری   با جای
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= +
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YZترين مقدار   بنابراين کم 189برابر  2
BXرسيم که   است و زمانی به اين مقدار می 3 =    . باشد 6

 

باشد،  ۴و  ۳، ۲، ۰، يکی از اعداد ۶ها بر   ی تقسيم آن  مانده  پذير هستند که باقی  بخش ۳يا  ۲اعدادی بر  .۱۰
k6 ،kمعادلاً به فرم  +6 2 ،k +6 kيا و  3 +6  بنابراين داريم. باشد 4
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x عبارت ی جملات حال دقت کنيد که همه x x+ + +6 12 114  نامنفی هستند و لذا  
x x x+ + + + >6 12 114 01    



xاز طرف ديگر . ی حقيقی ندارد ای ريشه و بنابراين اين چندجمله x+ + ای درجه دوم  يک چندجمله 21
xاست که همواره مقدار آن مثبت است و با توجه به نامنفی بودن  4 ،x x x+ + +2 هم همواره  41

)ای  ی چندجمله پس تنها ريشه. ی حقيقی ندارد مثبت است و ريشه )P x همان صفر است .  
 

 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۱

  : جسم به شکل زير روی زمين غلطيده

  
راحتی در رسم رعايت نشده است و ضمناً  است به دليل ۶دقت کنيد که نسبت عمق مکعب که برابر (
  .)کند را در هر گام مشخص می Aی   های بالا محل نقطه پررنگ در شکلی  قطهن

  پس. طيل حول ضلع پايين سمت چپ چرخيده استدر هر مرحله مکعب مست
pبنابراين مسافتی به طول . کند را طی می ۵شعاع ای به  دايره  ، ربعAی  در چرخش اول نقطه p´ =2 5 5

4 2  
  . را طی کرده است

pبنابراين مسافتی به طول . کند را طی می ۴ای به شعاع  دايره  ، ربعAی  در چرخش دوم نقطه p´ =2 4
4 2  

  . را طی کرده است
  . طی نکرده استبنابراين مسافتی  ثابت مانده و ،Aی  در چرخش سوم نقطه

بنابراين مسافتی به طول . کند را طی می ۳ای به شعاع  دايره  ، ربعAی  در چرخش چهارم نقطه
p p´ =2 3
4 2

  . را طی کرده است  3

pر کل اين نقطه مسافت بنابراين د p p p+ + =5 3
2 22   . را طی کرده است 6

 

 . صحيح است) ه( ی گزينه .۲



. کنيم از نمودار ون برای حل اين سؤال استفاده می

 

ی ج و د                               ی ب                                گزينه گزينه                     ی الف             گزينه                        

 . ستصحيح ا) الف( ی گزينه .۳

A!باشد،  Aضرب اعداد دو دسته برابر  اگر حاصل ´ ´´ ´ ==2 2 301 30 . تنها يک  30!اما در
  . بنابراين چنين عملی ممکن نيست. مربع کامل باشد 30!وجود دارد، پس امکان ندارد که  ۲۳عامل 

 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۴

ساز  نيم AFو  AEهای خط با توجه به اين که پاره 
هستند،

AB
DE AD AD DF
EB AC FC

= = ی تالس  و بنا بر قضيه =
EF BC . حال چونEF  از مرکز ثقل مثلثBCD 

DEگيريم  می  گذرد نتيجه می DG
MEB G

= = 2
1 )M  وسط

DEADو بنابراين .) است BCضلع 
BAB E

= = پس . 2
AD AB= =2 20 .  

  
  
  
  
  
 

 . صحيح است) ه( ی گزينه .۵

  ابتدا دقت کنيد که 



( ) ( )( )x x x x x x x xx - - - = - + = - - + +4 2 4 2 2 22 1 1 1 1   
)عبارت  )x xx + + = + +1

2
2 2 3

ای صورت سؤال با  همواره مثبت است پس علامت چندجمله 41

xای  علامت چندجمله x- -2 xعبارت . سان است يک 1 x- -2 يک سهمی است که دارای دو  1

1ی  ريشه 5
تر يعنی  ی کوچک ريشهتر از  تر و کوچک ی بزرگ تر از ريشه است، پس برای مقادير بزرگ 2

, ] [ ,( )+-¥ È- ¥1
2

551
  . ای نامنفی است خط است، مقدار چندجمله که اجتماع دو نيم  2

 

 . صحيح است) ب( ی گزينه .۶

چون مقدار عبارت طبيعی شده و با توجه به اين که صورت کسر مثبت است، مخرج کسر هم بايد مثبت 
aباشد و بنابراين b> . از طرف ديگر دقت کنيد کهa b a b- aمعادل اين است که  + b b- 2 .  

  . کنيم بندی می حالت bحال مسئله را بر حسب مقادير مختلف 
b = 1 ،a -1 }پس  2 , }a - Î1 1 }و لذا  2 , }a Î 2   . دو حالت دارد. 3
b = 2 ،a - 2 }پس  4 , , }a - Î 1 2 }و لذا  42 , , }a Î 3 4   . سه حالت دارد. 6
b = 3 ،a - 3 }پس  6 , , , }a Î- 1 2 3 }و لذا  63 , , , }a Î 4 5 6   . چهار حالت دارد. 9
b = 4 ،a - 4 }پس  8 , , , }a Î- 1 2 4 }و لذا  84 , , }a Î 5 6   . سه حالت دارد. 8
b = 5 ،a - 5 }پس  10 , , , }a - Î 1 2 5 }و لذا  105 , , }a Î 6 7   . سه حالت دارد. 10
b = 6 ،a - 6 }پس  12 , , , , , }a Î- 1 2 3 4 6 }و لذا  126 , , , }a Î 7 8 9   . چهار حالت دارد. 10
b = 7 ،a - 7 }پس  14 , , , }a - Î 1 2 7 }و لذا  147 , }a Î 8   . دو حالت دارد. 9
b = 8 ،a - 8 }پس  16 , , , , }a Î- 1 2 4 8 }و لذا  168 , }a Î 9   . دو حالت دارد. 10
b = 9 ،a -9 }پس  18 , , , , , }a Î- 1 2 3 6 9 }و لذا  189 }a Î   . يک حالت دارد. 10
b = 10 ،a -10 }پس  20 , , , , , }a - Î 1 2 4 5 100   .  امکان ندارد aکه چنين حالتی برای  201

+پس در کل به + + + + + + + =2 3 4 3 3 4 2 2 1 توان اين دو عدد را انتخاب  حالت می 24
  . کرد
 

 .صحيح است) د( ی گزينه .۷
از . توانند تغيير شکل بدهند و در نتيجه زوايای درون هر مثلث ثابت هستند ها نمی ابتدا توجه کنيد که مثلث

توان نشان داد  ها می نهشتی مثلث ی لولا ثابت باشد، با استفاده از قواعد هم طرف ديگر اگر در يک لولا زاويه



پذيری شکل  را اضافه کرد، طوری که در انعطافتوان ضلع مقابل لولا  که کل لولا بايد ثابت بماند، پس می
اضافه  aی  روی اين زاويه توان چوبی در روبه ثابت باشد، می aيعنی در شکل زير اگر . تغييری ايجاد نشود

  . در آيدراست  ای که به صورت سمت کرد، به گونه

 

پس سه . توان با حرکت دادن به صورت زير تغيير داد را می) از سمت راست(توجه کنيد که سومين شکل 
  . شکل اول قابل انعطاف هستند

  
ثابت  ۴و  ۳، ۲، ۱ی  های شماره ها ثابت هستند، زاويه اما در شکل چهارم با توجه به توضيحات بالا که مثلث

چوبی را بدون  توان تکه پس با توجه به توضيحات بالا می. هم بايد ثابت باشد ۵ی  بنابراين زاويه. هستند
های شکل مثلث شوند و به اين  ی چندضلعی پذيری به شکل اضافه کرد طوری که همه تغيير در انعطاف

  . انعطاف است  ترتيب شکل غيرقابل

 

  . توانند تغيير کنند ها می پس در کل سه تا از شکل
 



 . صحيح است) ه( ی گزينه .۸

aدانيم که  ، هندسی می با توجه به نامساوی حسابی bb a b a+ = + ³
2 22 2 ی  ، پس ناحيه2

)}ی  مورد سؤال زيرمجموعه , ) : }xx y y < sin.xاز طرف ديگر اگر . است 2 a q=  و

.cosy a q=  ،باشد,( ) ( , sin( ))y xy ax a q+ =2 2 1
2 )sinو  2 )a q1

2 برای مقادير مختلف  2

q ی  بازه ، کل[ , ]a a- 2 )} ،ی مورد نظر پس در کل مجموعه. وشاندپ را می 2 , ) : }xx y y <   . است 2
 

 . صحيح است) ب( ی گزينه .۹

اگر وزغ بعد از خوردن ملخ به جای اين که سرجای . ثانيه ملخ خورده شود nفرض کنيد بعد از گذشت 
حرکت قبل از خوردن ملخ  nبه جای نخستين ملخ برساند، های ملخ خود را  خود بايستد، با همان حرکت

. حرکت کرده است n2حرکت ديگر انجام داده است، پس در کل  nانجام داده و بعد از خوردن او هم 
 بعدیحرکت  nحرکت اول را حرکات وزغ و  nتوان  متر را طی کند، می۲حرکت  n2بالعکس اگر وزغ با 

های خورده شدن ملخ توسط وزغ و  در واقع ما تناظری بين تعداد راه. را برعکس حرکات ملخ در نظر گرفت
پس بايد تعداد زوج . ايم متر با تعداد زوجی حرکت توسط وزغ برقرار کرده ۲راه طی کردن مسير 

متر، طول حرکات  نتیسا ۵۰و  ۲۵اگر به جای . رود متر به جلو می ۲هايی را بشماريم که وزغ در آن  حرکت
. شود واحد طی می ۸هايی را بشماريم که در آن  حرکت بگيريم، بايد تعداد زوج ۸و کل مسير را  ۲و  ۱را 

  :کنيم تعريف می
nO. شود واحد طی می nهايی که در آن  تعداد فرد حرکت =   
nE. شود واحد طی می nن هايی که در آ تعداد زوج حرکت =   

  :رسيم کند به روابط بازگشتی زير می می با توجه به حرکات وزغ که در هر مرحله يک يا دو واحد طی 

n n n

n n n

E

O

O O

E E
+ -

+ -

= +
= +

1 1

1 1
   

Eتوجه به اين که  به کمک جدول زير و با. است E8و هدف يافتن  =1 Oو  0 EO= = =1 2 2 1 
  .دهيم اين محاسبه را انجام می

8  7  6  5  4  3  2  ۱  n   
17  11  6  4  3  1  1  1  

nO   
17  10  7  4  2  2  1  0  

nE   
  . است ۱۷پس پاسخ عدد 

 



 

 .صحيح است) ب( ی گزينه .۱۰
اگر خط . متقاطع هستند Pی  در نقطه l2و  l1خط صورت سؤال باشند که  l4 ۴و  l1 ،l2 ،l3فرض کنيد 

l که   هر چهار خط را قطع کند با توجه به اينl1  وl2 ی  کند يا بايد از نقطه را هم قطع میP  بگذرد يا در
  .تاست قرار دارد ای يک که صفحه l2و  l1ی شامل  صفحه

lو  lتاست زيرا در غير اين صورت اگر  گذرد موجود باشد، خطی يک می Pی  اگر چنين خطی که از نقطه ¢ 
هستند در يک صفحه قرار  Pی  دو خط با اين خاصيت باشند، با توجه به اين که هر دو شامل نقطه

ها نيز بايد در همين صفحه باشند که در اين صورت  با هر دو خط تقاطع دارند، آن l4و  l3گيرند و چون  می
  . بايد با هم متقاطع يا موازی باشند که خلاف فرض ماست

حداکثر در  l4و  l3جا که اشتراک اين صفحه با  باشد، از آن l2و  l1ی شامل  اگر چنين خطی با در صفحه
تر از يک نقطه اشتراک داشته باشد کل خط بايد در اين صفحه باشد که باعث  اگر بيش.(يک نقطه است

از اين دو نقطه بگذرد و  lس بايد خط پ.) موازی و يا متقاطع شود که خلاف فرض است l2و  l1شود با  می
  . تا است بنابراين خط مورد نظر در اين حالت هم يک

بالا به  ها را با توجه توضيحات خطمطابق شکل زير توان  می. توان داشت پس در کل حداکثر دو خط می
قطعه دو خط مورد  خطوط قطعه(.موجود باشند ها متقاطع با هر چهارتای آن دو خط ای طراحی کرد که گونه

   .) نظر هستند

  
  



 

  

 . صحيح است) ب(ی  گزينه .۱۱

xyدو عدد حقيقی باشند که  yو  xفرض کنيد  yx + + =2 24 5 xو  0 > ، در اين صورت 0

y < yزيرا اگر  0 ³ 0 ،xy yx + + >2 24 5   . که به وضوح تناقض است 0
  حال دقت کنيد که 

( ) ( ) ( )( )
y y y y

x y
x x

x
x

y
xx

-
+ + =  + = <  + <2 2 2

3
54 5 0 4 0 4 0   

yحال چون 
x
< 0 ،y

x
+ >4 yو معادلاً  0 x> aپس . 4- ³ -4 .  

aکنيم  حال ادعا می = -aدهيم برای هر  برای اين منظور نشان می. 4- < <4 توان  می 0

x +Î   وy -Î   يافت که( )x yxy + + =2 24 5 0   ًو ضمناy ax= .  
  

yاگر  ax= ی  را در رابطه( ) گزين کنيم، داريم جای :  

( ) ( )
x ax xa x

a a a a

- -
+ + =  =  =

+ +
2 3 3 3 35 54 5 0

4 4
   

-aکه چون  < <4 yو  xست آمده مثبت است و زوج که در بالا به د x، عدد 0 ax= ی  در رابطه 
( ) ترين مقدار ممکن برای  پس بزرگ. کنند صدق میa  است 4-همان . 

)ی  ی چهارم مختصات که در رابطه در شکل زير مجموعه نقاطی در ناحيه: توضيح ) کنند و  صدق می
yچنين نمودار خط  هم x= کنيد تمام نمودار در اين ناحيه در  طور که مشاهده می همان. بينيد را می 4-

  . بالای اين خط قرار دارد



  
  

 . صحيح است) الف(ی  گزينه .۱۲

)ی صورت سؤال  رابطه  طبق )x y z xy+ = - طبيعی و در نتيجه مثبت هستند،  zو  x ،yو چون  2
xy - )هم طبيعی است و به علاوه  2 )xy x y- +2   و لذاxy x y- £ کنيم  ادعا می .2+

x,به برهان خلف فرض کنيد . است ۳تر از  کم yو  xکه يکی از  y ³   : حال داريم. 3
( )( )x y xy x y xy y xy x yx £ +  - - £  - - = - - +- £22 1 1 1 3   

xی آخر با توجه به اين که  که رابطه - ³1 yو  2 - ³1   . امکان ندارد 2
  . کنيم بندی می حالت yو  xحال مسئله را بر حسب 

x. حالت اول = )طبق . 1 )  بايدy y- +2 y، معادلاً 1 - 2 }و لذا 3 , , , }y Î - -- 12 3 1 3 .
xyو  x ،yبا توجه به طبيعی بودن اين حالت در نهايت  - )های  منجر به جواب 2 , , )1 3 )و  4 , , )1 5 2 

)تايی  منظور از سه. (شود می , , )1 5 2 ،x = 1 ،y = zو  5 =   !) است 2
  

x. حالت دوم = )ی  در اين حالت طبق رابطه. 2 )  بايدy y- +2 2 دهد  که اين نتيجه می 2
( ) ( )y y y- - - +2 2 2 2 2 yو لذا  2 -1 }بنابراين .3 , , , }y Î - -- 11 3 1 اين حالت در . 3

xyو  x ،yنهايت توجه به طبيعی بودن  - )های  منجر به جواب 2 , , )2 2 )و  2 , , )2 4   .شود می 1
  

y. حالت سوم = )های  کاملاً شبيه حالت اول به جواب. 1 , , )3 1 )و  4 , , )5 1 دقت کنيد . (شود منجر می 2
)اگر  yو  xی صورت سؤال نسبت به  که به دليل تقارن رابطه , , )x y z  ،جواب باشد( , , )y x z  هم جواب

  .) است

0 2 4 6 8 10
�10

�8

�6

�4

�2

0



  
y. حالت چهارم = )اين حالت هم مشابه حالت دوم به . 2 , , )2 2 )و  2 , , )4 2 شود که جواب  منجر می 1
( , , )2 2  .جواب دارد ۷پس در کل مسئله . تکراری است 2

 

 . صحيح است) ج(ی  گزينه .۱۳

ناميم اگر غذای هر دو روز متوالی  می" متنوع"روز در رستوران را  یريزی غذايی برای تعداد برنامهيک 
روز در نظر بگيريد با اين شرط  nريزیِ متنوع برای  های مختلف برنامه را تعداد روش naحال. متفاوت باشد

ريزیِ متنوع  های مختلف برنامه را تعداد روش nbبه همين ترتيب . که غذای روز اول و آخر نيز متفاوت باشد
ا اين ادبيات هدف ب. باشدسان  روز در نظر بگيريد با اين شرط که غذای روز اول و آخر يک nرستوران برای 

  . است a7ما در مسئله يافتن 
سان  روز داشته باشيم که غذای روز اول و آخر آن يک nريزی متنوع برای  دقت کنيد که اگر يک برنامه

nيزی متنوع برای ر اُم از برنامه به يک برنامهnباشد، با حذف روز  رسيم که غذای روز اول و  روز می 1-
nيعنی . آخر آن متفاوت است nb a -= 1.  

nاز طرف ديگر  na b+ با اين تفاوت که هيچ (ريزی متنوع برای رستوران است های برنامه روش  تعداد کل
، برای انتخاب غذای روز اول هروز nريزی متنوعِ در يک برنامه). ای بين غذای روز اول و آخر نداريم رابطه

حالت خواهيم  ۲روزهای بعد هر کدام بعد از انتخاب غذای روز اول، برای انتخاب غذای . سه حالت داريم
هايی  ريزی پس تعداد کل چنين برنامه). غذای هر روز بايد با غذای روز قبلش متفاوت باشد(داشت

n-

´ ´ ´ ´
1

3 2 2 2  است و اين يعنیn
n na b -+ = ´ 13   :حال داريم. 2

( )

n na b
n n

n n n n
n n n

n n n

a

a

b a a

a a

-=
- -

-
- - -

- -

+ = ´  = ´ -

= ´ - ´ - = ´ +

1
1 1

1
1 2 2

2 2

3 2 3 2
3 2 3 2 3 2

   

  :داريم a7ی بازگشتی برای   با توجه به اين رابطه

( ) ( )a a aa = ´ + ´ + += ++´ +=5 5 3 5 3
1

1
7 5 33 2 2 2 2 23 3 2  

aکه  =1 و در نتيجه  !) شود  ريزی برای يک روز حتماً غذای روز اول و آخر يکی می  برنامه در(0
a = ´ =7 3 42 126. 

 

 .صحيح است) ج(ی   گزينه .۱۴
 :آوريم  کردن دو رابطه به دست میبا جمع و تفريق 



( )( ) (I)

( )( ) (II)

x x x y xy xy y y

y x yx yx x y xy

ì ìï ï + + -ï ïï ïí íï ï -

+ = + =


+ = =+ - -ï ïï ïî î

2 2 2 2

2 2 2 2 0
1

1
0

  

  : خواهيم داشت (II) با استفاده از
( )( )x y x y xy- + + - =1 0   

xپس  y=  و ياx y xy+ = xاگر. 1- y xy+ = بايد داشته باشيم (I)با توجه به  1-

( )y x yx + + + =2 2 2 xدهد   که اين نتيجه می 0 y= = xپس در هر صورت . 0 y= :  

( ) ,x x x x x x xx y


 + =  - - =  == 2 3 2 1 51 0 0
2

   

  . داردحقيقی جواب  ۳ ،گاه معادلات  پس دست
 

 . صحيح است) د(ی   گزينه .۱۵
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