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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی

دارد. منفͬ نمره�ی ͷی نادرست جواب و مثبت نمره�ی چهار سؤال هر به درست جواب •
است. یͺسان سؤال�ها همه�ی امتیاز •

است. تصادفͬ شͺل به سؤال هر در گزینه�ها ترتیب •

افشین گام هر در کند. دستͽیر را او مͬ�خواهد پیمان و دارد قرار (n > ١) n× n جدول از خانه ͷی در افشین ١
گام هر در نیز پیمان برود. باشد، نشده مسدود که کنونͬ�اش محل� ضلعͬ) (مجاور مجاور خانه�های از ͬͺی به باید
صورت دو در افشین کند. مسدود را آن هم�ستون و هم�سطر خانه�های همه�ی و کند انتخاب را خانه ͷی مͬ�تواند

مͬ�شود: دستͽیر زیر
باشند). شده مسدود مجاورش خانه�های (تمام کند حرکت نتواند خود نوبت در •

کند. مسدود را دارد قرار آن در افشین که محلͬ پیمان •

را افشین باشد مطمئن تا کند انتخاب باید خانه چند حداقل ببیند، را جدول در افشین محل نتواند پیمان اگر
است؟ کرده ⌉دستͽیر
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است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

انتخاب را جدول از (٢i, ٢i) خانه�ی ،١ ⩽ i ⩽ ⌊n
٢ ⌋ هر برای تا کافیست پیمان افشین، کردن دستͽیر برای

دستͽیر پس مسدود، خانه�ی ͷی مجاور خانه�ای در یا است مسدود خانه�ی ͷی در یا افشین صورت این در کند.
هیچ که هستند مجاور خانه�ی دو این�صورت غیر در زیرا مͬ�باشد نیز لازم خانه تعداد این این بر علاوه مͬ�شود.
□ کند. حرکت متناوب صورت به دو آن بین مͬ�تواند افشین و نشده�اند مسدود کدام

١ ⩽ i ⩽ n عدد خود نوبت در کس هر مͬ�دهند: انجام را زیر بازی نفر دو بͽیرید. نظر در را ١, ٢, . . . , n اعداد ٢
باید عدد هر مͬ�نویسد. تخته روی را نیستند) بیشتر n از (که آن مضارب تمام و i سپس و مͬ�کند انتخاب را
حداقل یا i خود i عدد هر (برای کند انتخاب عددی نتواند خود نوبت در که کسͬ شود. نوشته بار k حداکثر
بین از k مقدار چند ازای به است. n = ٢٠١۴ کنید فرض مͬ�بازد. �باشند)، شده نوشته بار k مضاربش از ͬͺی

باشد؟ بازی برنده�ی مͬ�تواند اول نفر {١٣, ٢١, ٣۴, ۵۵} اعداد مجموعه�ی

٠ (۵ ٣ (۴ ٢ (٣ ١ (٢ ۴ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:
عددی هر دوم نفر زوج: اعداد ازای به دارد. برد استراتژی دوم نفر زوج اعداد ازای به و اول نفر فرد اعداد ازای به
اول نفر و کند انتخاب عدد مͬ�تواند دوم نفر همواره نتیجه در مͬ�کند. انتخاب دوباره را کرد انتخاب اول نفر که
دوم نفر همانند جدید بازی در و مͬ�کند انتخاب را ١ عدد ابتدا اول نفر فرد: اعداد ازای به باخت. خواهد بالاخره
□ کرد. خواهد عمل قبل بازی در

چشم ͷی در است قادر جادوگر ͷی است. شده داده متمایز عدد ١٣٩٢ شامل ⟨a١, a٢, . . . , a١٣٩٢⟩ دنباله�ی ٣
از عدد ۶٩۶ همان مͺان�های روی بر و کرده مرتب صعودی به�طور را دنباله این از متوالͬ عدد ۶٩۶ زدن هم بر
مرتب بزرگ به ͷکوچ از را اعداد جادوگر از درخواست تعدادی با مͬ�خواهیم بͽذارد. بزرگ(صعودی) به ͷکوچ
مجموع در که iام + ۶٩۵ عدد تا iام عدد از مͬ�خواهیم جادوگر از که است شͺل بدین درخواست هر کنیم.
درخواست چندبار حداقل با باشد). ۶٩٧ حداکثر و ١ حداقل مͬ�تواند i (عدد کند مرتب را مͬ�شوند عدد ۶٩۶

کرد؟ مرتب را دنباله اعضای مͬ�توان جادوگر از

۴ (۵ ⌈log٢ ١٣٩٢⌉ (۴ ۶ (٣ ١٣٩٢ (٢ ٣ (١

١ سؤال: دفترچه�ی کد ١ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی

است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

برای عدد دو این از کدام هر باشد. ام ١٣٩٢ خانه در عدد کوچͺترین و اول خانه در عدد بزرگترین کنید فرض
را فوق عدد دو هر که است درخواست ͷی فقط دارند. درخواست سه به نیاز برسند خود مطلوب مͺان به انͺه
برسند خود مطلوب مͺان به عدد بزرگترین و کوچͺترین انͺه برای درخواست ۵ حداقل بنابراین مͬ�شود. شامل
مرتب درخواست دو با را دوم نیمه و اول نیمه ابتدا کرد. مرتب را اعداد شͺل بدین مͬ�توان بار ۶ با داریم. نیاز
اول نیمه دیͽر درخواست دو با مجدد مͬ�کنیم. مرتب را ١٠۴۴ام) تا ٣۴٩ام عدد (از وسط نیمه سپس مͬ�کنیم.
ابتدا در کنید فرض فوق الͽوریتم درستͬ اثبات برای مͬ�کنیم. مرتب را وسط نیمه نهایتا و کرده مرتب را دوم و
عدد دو این حتما درخواست�ها از ͬͺی در داد نشان گیری حالت با مͬ�توان .ai > aj باشیم داشته i < j برای
□ مͬ�شوند. جابه�جا

مͬ�تواند او باشد، شده نوشته تخته روی x عدد اگر مرحله هر در است. نوشته تخته روی را ٠ عدد ابتدا در سلطان ۴
مͬ�تواند سلطان ،۵٠٠ تا ٠ اعداد از تا چند ازای به کند. جای�گزین ٩x + ۵ و ٣x ،⌊x

٣⌋ اعداد از ͬͺی با را آن
برسد؟ عدد آن به گام، متناهͬ تعداد از پس

۴٠٨ (۵ ٢٣٩ (۴ ١۶٩ (٣ ٢۵٠ (٢ ۶۴ (١

است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

ͷی راست سمت ٢ ارقام تمام ،٣ مبنای در عدد آن نمایش در که است این عدد ͷی به رسیدن برای لازم شرط
نیز دیͽر عمل دو دارد. را خاصیت این که است ٩x+ ۵ عمل از استفاده ٢ رقم تولید راه تنها زیرا باشند. ١ رقم
کنید فرض حال مͬ�کنند. حذف را آن رقم راست�ترین سمت یا و مͬ�دهند قرار عدد راست سمت در صفر ͷی یا
مͬ�کنیم. تقسیم دسته دو به را رشته�ها این دارند. را خاصیت این که باشد ٣ مبنای در nبیتͬ رشته�های تعداد an
دسته�ی رشته�های تعداد که است بدیهͬ . ١ با که آن�هایͬ دوم دسته�ی و مͬ�شوند شروع ٠ با که آن�هایͬ اول دسته�ی
و است an−٢ برابر تعدادشان باشد ٢ دومشان رقم� اگر دوم دسته�ی رشته�های این بر علاوه است. an−١ برابر اول
داریم هم n = ٢ برای . an = ٢an−١ + an−٢ داریم کل در پس است. an−١ تعدادشان صورت این غیر در یا
۵٠٠ از کمتر مͬ�کنند، صدق خاصیت این در که رقمͬ ۶ اعداد تمام کرد مشاهده مͬ�توان راحتͬ به . a٢ = ۵ �:
□ .a۶ = ١۶٩ با است برابر اعداد این تعداد پس مͬ�باشند

به جدول خانه�های تمام بتوان اگر مͬ�گوییم ناسازگار جدول این از خانه ͷی به بͽیرید. نظر در n × n جدولͬ ۵
برای بزنند). بیرون جدول از و باشند داشته هم�پوشانͬ نباید (بلوک�ها پوشاند ١× ٣ بلوک�های با را خانه این جز

است�؟ چند چپ)� به راست (از ترتیب به ناسازگار خانه�های تعداد n = ٧ و n = ۵

١٧ و ٩ (۵ ٩ و ٩ (۴ ۴٩ و ٩ (٣ ٩ و ١ (٢ ١٧ و ١ (١

است. درست ٢ گزینه�ی پاسخ:

جدول در که بلوک هر که طوری به کنید رن�͹آمیزی ٣ ٢و و ١ اعداد با میان در ͷی و متناوب صورت به را جدول
اینصورتاست: به رن�͹آمیزی این ۵×۵ برایجدول مثلا بپوشاند. رن͹را هر از یͷخانه دقیقا مͬ�شود، گذاشته�

٢ ١ ٣ ٢ ١
١ ٣ ٢ ١ ٣
٣ ٢ ١ ٣ ٢
٢ ١ ٣ ٢ ١
١ ٣ ٢ ١ ٣

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٢ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی

است. بیشتر ٣ و ٢ از ͬͺی ١ ͹رن به خانه�های تعداد زیرا باشد، ١ آن ͹رن باید باشد ناسازگار خانه�ای اگر حال
باید نیز جدول درجه�ای ٢٧٠ ،١٨٠ ،٩٠ چرخش از پس خانه آن معادل باشد سازگار که ای خانه هر طرفͬ از
٧× ٧ جدول برای است. وسطͬ خانه�ی دارد، را خاصیت این ۵× ۵ جدول در که خانه�ای تنها باشد. ناسازگار

دارند. را خاصیت این خانه ٩ نیز
□

نداشته وجود ١ ⩽ i ⩽ n هرگاه مͬ�گوییم تایͬ» n «سه�گریز را ١, ٢, . . . , n اعداد از a١, a٢, . . . , an جایͽشت ۶
به راست (از ترتیب به تایͬ ٨ و تایͬ ٧ سه�گریز جایͽشت�های تعداد باشد. بخش�پذیر ٣ بر

∑i
j=١ aj که باشد
است؟ چند چپ)

۴٨٠ و ۴٨٠ (۵ ٠ و ۴٨٠ (۴ ١۵١٢ و ۴٨٠ (٣ ١۵١٢ و ٣۶٠ (٢ ٠ و ٣۶٠ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

حال است. بخشپذیر ٣ بر که است ٣۶ برابر ١, . . . , ٨ اعداد جمع زیرا است. صفر برابر مقدار این n = ٨ برای
جایͽشت�های که میرسیم نتیجه این به کنیم. نͽاه را ٣ بر اعداد باقیمانده�ی فقط اگر بͽیرید. نظر در را n = ٧
با نباید جایͽشت این�ها( بین در نیز ۶ و ٣ یعنͬ ، ٣ مضرب اعداد که باشند ١, ١, ٢, ١, ٢ صورت به باید �٣گریز
داریم. ۶ و ٣ دادن قرار برای روش ١۵× ٢ دیͽر،� عدد ۵ ترتیب تعیین با پس اند. گرفته قرار شود) شروع ۶ و ٣
داریم. n = ٧ برای حالت ٣۶٠ کل در یعنͬ دارد، وجود روش ٣!× ٢! نیز دیͽر عدد ۵ دادن قرار برای طرفͬ از
□

را زیر شرط دو هرگاه مͬ�گوییم تایͬ» n پیشرفته «سه�گریز را ١, ٢, . . . , n اعداد از a١, a٢, . . . , an جایͽشت ٧
باشد: داشته

باشد. ͷی برابر ٣ بر باقͬ�مانده�اش
∑i

j=١ aj که باشد نداشته وجود ١ ⩽ i ⩽ n •
باشد. بخش�پذیر ٣ بر متوالͬ عدد ۶ هر جمع •

است؟ چند تایͬ ٩ پیشرفته�ی سه�گریز جایͽشت�های تعداد

٢٧× ٣!٣ (۵ ٠ (۴ ٨× ٣!٣ (٣ ۴× ٣!٣ (٢ ٩× ٣!٣ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

باقیمانده�ی که مͬ�شود مشاهده راحتͬ به است، بخش�پذیر ٣ بر متوالͬ عدد ۶ هر جمع که نͺته این از استفاده با
فقط اگر طرفͬ از است. برابر نهم و هشتم هفتم، عدد باقیمانده�ی با ترتیب به ٣ بر سوم و دوم اول، عدد عدد
کدام هر دوم اول، تایͬ ٣ که رسید مͬ�توان نتیجه این به قبل گزاره�ی از بͽیریم، نظر در را ٣ بر اعداد باقیمانده�ی
خاصیت از استفاده با این بر علاوه است. برابر اول تایͬ سه با سوم تایͬ ٣ و هستند ٢ تا ٠ اعداد از جایͽشت ͷی
٢, ١, ٠ ،٢, ٠, ١ شͺل سه از ͬͺی به باید کدام هر دوم و اول رقم ٣ که مͬ�رسیم نتیجه این به جایͽشت�ها این اول
ارقام از کدام هر برای طرفͬ از داریم. حالت ٩ باقیمانده�ها گرفتن نظر در با فقط کل در پس باشند. ٠, ٢, ١ و
است. ٩ × ٣!٣ برابر کلͬ جایͽشت�های تعداد پس داریم. باقیمانده آن با اعداد ترتیب برای حالت ٣! ،٠, ١, ٢
□

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٣ ١٣٩٣/٢/٠٩
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آن در طرفه دو آینه�ی ͷی خانه، هر قطر دو از ͷی هر کشیدن با مͬ�توانیم روبه�رو جدول در ٨
٧

٣

١ ٨

۴

٩

٢۵

یا و نیست آن درون آینه�ای یا است. متصور حالت سه خانه هر برای واقع در دهیم. قرار خانه
خط�چین با که آینه دو روبه�رو شͺل در مثال برای �است. شده کشیده آن قطرهای از ͬͺی این�که
این به وضعیت آن مقدار جدول، وضعیت هر ازای به دارند. وجود جدول در مشخصشده�اند
ضرب هم در آینه�ها) به توجه (با مͬ�بینند را همدیͽر که عددی دو هر که مͬ�شود تعیین صورت

است گونه�ای به اعداد (دید مͬ�کند مشخص را جدول وضعیت آن مقدار حاصل�ضرب�ها، این مجموع و مͬ�کنیم
وضعیت مقدار مثال برای مͬ�بیند). را خود مقابل عدد عددی، هر باشد نداشته وجود آینه�ای که صورتͬ در که

.١× ٩+ ٣× ٨+ ٢× ۴+ ۵× ٧ = ٧۶ مͬ�شود: محاسبه صورت این به روبرو
است؟ چند آورد �دست به جدول این برای آینه�ها ͷکم با مͬ�توان که مقداری کم�ترین

۶۶ (۵ ۶٨ (۴ ۶٧ (٣ ۶٩ (٢ ٧٠ (١

است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

که مͬ�شد حاصل زمانͬ مقدار، کم�ترین نبود کار در آینه�ای و جدول اگر

١× ٩+ ٢× ٨+ ٣× ٧+ ۴× ۵ = ۶۶

است بیش�تر واحد ͷی تنها که ساخت مͬ�توان را زیر مقدار اما ندارد. وجود جدول در مقدار این ساخت امͺان اما
است جواب طبیعتا خوب و

١× ٨+ ٢× ٩+ ٣× ٧+ ۴× ۵ = ۶٧

□

فاصله�ی بیش��ترین گراف ͷی قطر است. رأس دو آن بین مسیر کوتاهترین رأسطول دو بین فاصله�ی گراف ͷی در ٩
١, ٢, . . . , ٧ راس�های با راسͬ ٧ متمایز درخت�های تمام مجموعه�ی حال مͬ�باشد. گراف آن از راس دو هر بین
ͬͺی در ij یال که باشند داشته وجود i, j مانند راس دو اگر فقط و اگر متمایزند درخت (دو بͽیرید نظر در را
ͷی مجموعه این به یال تعدادی کردن اضافه با مͬ�خواهیم کنید فرض نباشد). دیͽری در و باشد داشته وجود

است؟ چند درخت این برای ممͺن قطر کم�ترین کنیم. ایجاد بزرگ درخت

٧ (۵ ١٢ (۴ ٩ (٣ ٨ (٢ ١٣ (١

است. درست ٢ گزینه�ی پاسخ:

: بسازید گونه این را T ′ درخت ،T روی از باشد. T درخت به مربوط مساله جواب کنید فرض
راس دو بین بود، یالͬ T در درخت دو از راس دو بین اگر و بͽیرید نظر در راس ͷی معادل را راسͬ ٧ درخت هر
دو معادل برگ دو این کنید فرض بͽیرید. نظر در را T ′ از برگ دو حال بͽذارید. یال ͷی T ′ در دو آن متناظر
t١ ترتیب به دارند، یال درخت دو این از بیرون به که T٢ و T١ از رئوسͬ کنید فرض باشند. T از T١, T٢ درخت
مانند رئوسͬ هستند راسͬ ٧ درختهای T٢ و T١ چون یͺتاست). راس این هستند برگ T٢ و T١ چون باشند(� t٢ و
dT (t

′
١, t

′
٢) ⩾ ٨ که دید مͬ�توان وضوح به حال . dT٢(t٢, t′٢) ⩾ ٣ و dT (t١, t′١) ⩾ ٣ که دارند وجود t′٢ و t′١

در T١T٢ مانند یال هر ازای به و بͽیریم نظر در ستاره�ای گراف ͷی را T ′ اگر حال است. ٨ حداقل T قطر .پس
حداکثر راسͬ ٧ گراف هر شعاع اینͺه به توجه با کنیم. متصل T در T٢ درخت مرکز به را T١ درخت مرکز ،T ′

است. ٨ برابر مساله پاسخ پس مͬ�شود. ٨ حاصل گراف قطر است، ٣
.minv∈V (G){maxw∈V (G) d(v, w)} �: با است برابر Gگراف شعاع

□

١ سؤال: دفترچه�ی کد ۴ ١٣٩٣/٢/٠٩
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در را ١, ٢, . . . , ١٢ اعداد مͬ�خواهیم بͽیرید. نظر در را روبه�رو درخت ١٠
فرزندان اعداد از رأس هر عدد که طوری به دهیم قرار درخت این رأس�های

است؟ امͺان�پذیر کار این حالت چند به باشد. بیش�تر آن

٢٩۵۶٨ (۵ ٨٨٧٠۴٠ (۴ ٧٣٩٢٠٠ (٣ ۴۴٣۵٢٠ (٢ ١۴٧٨۴٠ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

هم عدد ۶ و بͽیریم نظر در چپ سمت درخت برای عدد ۵ کافیست حال است. ١٢ عدد حتما درخت ریشه
یͺتا صورت به ریشه روی عدد مرحله هر در کنیم. حل را مساله بازگشتͬ صورت به و راست سمت درخت برای

: با است برابر نهایͬ پاسخ شوند. افراز درخت�ها زیر در باید اعداد بقیه و مͬ�شود )مشخص
١١
۵

)(
٣
۴

)(
١
٢

)(
٣
۵

)(
١
٢

)(
١
٢

)
= ١۴٧٨۴٠

□

ثانیه i در آنها iامین که است کرده جمع پوست�پسته ١۶ و است کرده پیدا ۴ × ۴ کاغذی دستمال ͷی خیͺوله ١١
را آن راست سمت بالا خانه�ی و بͽذارد کاغذی دستمال خانه�های روی را پوست�پسته�ها مͬ�خواهد او مͬ�سوزد.

است: نحو این به کاغذی دستمال سوختن نحوه�ی بسوزد. کاغذی دستمال کل تا بزند آتش
ثانیه t در که باشد پوست�پسته ͷی خانه آن روی اگر گرفت، آتش کاغذی دستمال خانه�ی ͷی وقت هر •
نͽرفته آتش قبلا که (درصورتͬ ضلعͬ�اش مجاور خانه�های و مͬ�سوزد خانه آن ثانیه t از بعد مͬ�سوزد،

مͬ�گیرند. آتش باشند)
و بͽیرد قرار پسته پوست ͷی خانه هر در که بچیند جدول روی را پوست�پسته�ها طوری مͬ�خواهد خیͺوله حال

است؟ چقدر زمان کم�ترین این بسوزد. ممͺن زمان کم�ترین در کاغذی دستمال کل

٢٧ (۵ ٢٨ (۴ ٢٩ (٣ ٢۵ (٢ ٢۶ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

است. لازم زمان ثانیه) ٢٨ (یعنͬ ٧ تا ١ اعداد جمع اندازه�ی به حداقل چپ سمت پایین خانه�ی سوختن برای
مͬ�دهد. نشان را چینش�ها این از نمونه�ای زیر جدول شود. حاصل زمان این که چید طوری را بقیه مͬ�توان

١۴ ١١ ٢ ١
١٢ ٩ ٣ ١۵
١٣ ۵ ۴ ٨
٧ ۶ ١۶ ١٠

□

مرحله هر در مͬ�دهند: انجام را زیر بازی مرلون و مولین شده�اند. نوشته تخته روی {٢i|٠ ⩽ i ⩽ ٩} اعداد ١٢
را ⌊x+y

٢ ⌋ یا ⌈x+y
٢ ⌉ عدد آن�ها کردن پاک از بعد و مͬ�کند انتخاب را y و x عدد دو اوست، نوبت که بازیͺنͬ

١ سؤال: دفترچه�ی کد ۵ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی

و عدد این کردن بیشینه مولین هدف بماند. باقͬ عدد ͷی فقط تا مͬ�یابد ادامه روند این و مͬ�نویسد تخته روی
بازی شروع�کننده�ی مولین و دهند انجام را خود بازی بهترین بازیͺن دو هر اگر است. آن کردن کمینه مرلون هدف

است؟ چند برابر ۵ بر p باقͬ�مانده�ی باشد، p برابر نهایͬ عدد و باشد

۴ (۵ ٣ (۴ ١ (٣ ٠ (٢ ٢ (١

است. درست ۵ گزینه�ی پاسخ:

سقف و کند انتخاب را دارند را مجموع کمترین که عددی دو که است این مرحله هر در مولین برای راه بهترین
روی را حاصل عدد کف و بنویسد دارند را مجموع بیشترین که عددی دو باید نیز مرلون بنویسد. را حاصل عدد
□ است. ۵۴ مͬ�ماند تخته روی که نهایͬ عدد کار این انجام با بنویسد. تخته

عمل باشند). هم خالͬ مͬ�توانند (جعبه�ها مͬ�دهیم قرار ١, ٢, ٣, ۴, ۵ شماره�های با جعبه ۵ در را توپ ۴٠
و مͬ�شوند خارج وجود) صورت (در ٢ ⩽ i ⩽ ۴ جعبه�ی از توپ دو آن طͬ در که است عملͬ «وسط�به�دو�طرف»�

مͬ�رود. i+ ١ جعبه�ی به ͬͺی و i− ١ جعبه�ی به آن�ها از ͬͺی

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

دوم جعبه�ی و پنجم جعبه�ی با اول جعبه�ی توپ�های تعداد که نحوی به جعبه�ها در توپ�ها دادن قرار راه�های تعداد ١٣
مͬ�گیرد؟ قرار زیر بازه�های از ͷی کدام در باشد، برابر چهارم جعبه�ی با

[٠, ٢٠٠] (۵ [٨٠٠,+∞) (۴ [۴٠٠, ۶٠٠] (٣ [۶٠٠, ٨٠٠] (٢ [٢٠٠, ۴٠٠] (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

: داریم است. زوج a٣ پس a٢ = a۴ و a١ = a۵ چون باشد. داشته قرار توپ ai iام جعبه�ی در کنید فرض
□ .

(٢٢
٢

)
با است برابر پاسخ�ها تعداد .پس a١ + a٢ +

a٣
٢ = ٢٠

آن از وسط�به�دوطرف عمل تعدادی انجام با اگر مͬ�گوییم «گوشه�گیر» حالت سبد در �توپ�ها قرارگیری از حالتͬ به ١۴
است؟ چند گوشه�گیر حالت�های تعداد بͽیرند. قرار آخر و اول جعبه�ی در توپ�ها تمام که برسیم حالتͬ به حالت

باشد. برابر چهارم جعبه�ی با دوم جعبه�ی و پنجم جعبه�ی با اول جعبه�ی توپ�های تعداد که حالت�هایͬ تعداد (١
صفر (٢
۴١ (٣
۴٠ (۴

باشد. زوج چهارم و سوم و دوم خانه�های توپ�های مجموع که حالت�هایͬ تعداد (۵

است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

ͷی پس مͬ�شود، منتقل ۴ و ٣ و ٢ جعبه�های از ͬͺی به توپ ͷی حداقل وسط�به�دوطرف عمل هر انجام از پس
□ داریم. گوشه�گیر حالت ۴١ یعنͬ باشد گوشه�گیر ابتدا از اگر فقط و اگر است گوشه�گیر حالت

١ سؤال: دفترچه�ی کد ۶ ١٣٩٣/٢/٠٩
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با داد. انجام آن روی وسط�به�دو�طرفͬ عمل هیچ نتوان اگر مͬ�گوییم «بͬ�حرکت» توپ�ها قرارگیری از حالتͬ به ١۵
برسیم. بͬ�حرکت وضعیت ͷی به تا مͬ�کشد طول مرحله چند حداکثر دلخواه حالت ͷی از شروع

٧٨ (۵ ٧۵ (۴ ٧٧ (٣ ٨٠ (٢ ٧٩ (١

است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

باشد. داشته قرار توپ ͷی حداکثر و۴ ٣ و ٢ جعبه�های از هرکدام در که است وضعیتͬ حرکت بͬ وضعیت
مقدار حالت هر برای حال باشند. سوم جعبه�ی در همه ابتدا در توپ�ها که مͬ�دهد رخ حالتͬ در گام تعداد بیشترین
از مͬ�شود. اضافه s به واحد دو دقیقا وسط�به�دوطرف عمل هر از پس . s =

∑۵
i=١ a

٢
i �: کنید تعریف اینͽونه را s

حالتͬ نهایͬ بͬ�حرکت حالت که مͬ�شود مشاهده راحتͬ به باشند، سوم جعبه�ی در توپ�ها تمام که هنͽامͬ طرفͬ
حالت این به رسیدن برای مراحل تعداد . a١ = ١٩, a٢ = ١, a٣− = ٠, a۴ = ١, a۵ = ١٩�: آن در که است
□ .١٢(send − sstart) =

۵١۴−٣۶٠
٢ = ٧٧ با است برابر

دارد. متقاضیان امور انجام برای باجه سه که دارند قرار ͷبان ͷی صف در ١, ٢, . . . , ١٠ شماره�های با نفر ده
کار هرگاه و مͬ�رود خالͬ باجه اولین به کس هر ،١ شماره فرد از شروع با هستند. خالͬ باجه�ها همه�ی ابتدا در
ثانیه ͷی حداقل نفر هر کار این، بر علاوه مͬ�شود. او صفجایͽزین اول نفر بلافاصله شد، تمام باجه�ای در کسͬ
پایان فرآیند این دهم نفر کار اتمام از پس نمͬ�کنند. ترک را باجه�ها همزمان دقیقا نفری دو هیچ و مͬ�کشد طول
کار انجام حال در هردو آن در که باشد داشته وجود لحظه�ای اگر گوییم «همزمان» را نفر دو فرآیند این در مͬ�یابد.

مͬ�کنیم. فرض نفر دو این شماره�های تفاضل قدرمطلق با برابر را زوج ͷی «وزن» باشند. باجه�ها در

دهید پاسخ زیر سؤال ۴ به بالا توضیحات به توجه با

باشند؟ همزمان نمͬ�توانند زیر زوج�های از چندتا باشند، همزمان زوج دو {٣, ٧} و {٢, ۶} اگر ١۶

{٧, ١}, {٩, ۶}, {٧, ۴}, {۴, ٣}, {٨, ٢}, {۵, ١}

۵ (۵ ٢ (۴ ٣ (٣ ١ (٢ ۴ (١

است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

این در دارند. قرار باجه�ها در ٢, ٣, ۶ که دارد وجود زمانͬ هستند، همزمان زوج دو {٣, ٧} و {٢, ۶} چون
مͬ�توان راحتͬ به نیز را دیͽر زوج�های باشند. همزمان نمͬ�توانند {١, ۵} و {۴, ٧} و {١, ٧} زوج�های صورت
□ باشند. همزمان مͬ�توانند که کرد مشاهده

است؟ چند ترتیب به همزمان های زوج تعداد برای ممͺن مقدار بیش�ترین و کم�ترین ١٧

١٩, ١٠ (۵ ٢۴, ١٧ (۴ ٢۴, ١٩ (٣ ٢۴, ١٠ (٢ ١٧, ١٧ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

و مͬ�شوند ایجاد همزمان زوج دو مͬ�شود، باجه ͷی وارد که نفر هر شده، گفته مسئله در که شرایطͬ به توجه با
زوج�های تعداد افراد خروج و ورود ترتیب از مستقل پس مͬ�دهند. تشͺیل همزمان زوج سه ١, ٢, ٣ نیز ابتدا در

٣+ ٧× ٢ = ١٧ : با است برابر همزمان
□

است؟ چند ترتیب به همزمان زوج�های وزن مجموع برای ممͺن مقدار بیش�ترین و کم�ترین ١٨

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٧ ١٣٩٣/٢/٠٩
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٨١, ٢۴ (۵ ٨٠, ٢۴ (۴ ٨١, ٢٣ (٣ ٨٠, ٢۵ (٢ ٨١, ٢۵ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

اضافه با صورت این در باشد، صعودی باجه�ها از افراد خروج ترتیب آن در که مͬ�دهد رخ زمانͬ مجموع کمترین
است. ۴ برابر مجموع هستند، باجه�ها در ١, ٢, ٣ که نیز ابتدا در و مͬ�شود اضافه مجموع به واحد سه نفر هر شدن

.۴+ ٧× ٣ = ٢۵ : با است برابر مجموع کمترین کل در پس
دارد. را شماره ترین بزرگ که شود خارج باجه از فردی مرحله هر در که مͬ�دهد رخ حالتͬ در نیز مجموع بیشترین
صورت این در مͬ�شود، اضافه مجموع به i− ١+ i− ٢ مقدار مͬ�شود، وارد iام فرد که هنͽامͬ صورت این ٩∑در

i=١ i+
∑٨

j=١ j = ۴۵+ ٣۶ = ٨١�: با مͬ�شود برابر کلͬ مجموع
□

باجه�ها در مͬ�توانند مختلف ترتیب چند به افراد این باشند، همزمان زوج سه {۶, ٩} و {۴, ٨} و {٢, ۵} اگر ١٩
همزمان ͬͺی در که �باشد داشته وجود زوجͬ اگر فقط و اگر مͬ�شوند، محسوب مختلف ترتیب (دو گیرند؟ قرار

نباشند.) همزمان دیͽری در و باشند

صفر (۵ ٢۴ (۴ ٧٢ (٣ ١۴۴ (٢ ١۶ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

حالت ٢ باجه از خروج ترتیب برای زوج�ها این از کدام هر بͽیرید. نظر در را {۴, ٨} و {٢, ۵} ،{١, ٣} زوج�های
مͬ�خواهد دهم نفر که هنͽامͬ طرفͬ از ندارند. افراد بقیه خروج و ورود ترتیب بر تاثیری حالات دو این که دارند
٢ × ٢ × ٢ × ٣ کل در پس گرفت. نظر در مͬ�توان مͬ�شود خارج باجه از که نفری برای حالت ٣ شود، وارد

داریم. باجه�ها در افراد گرفتن قرار ترتیب برای
□

زیرمجموعه�ای بار هر ما است. چوب�کبریت ͷی آن ضلع واحد هر که است) n ضلع (طول داریم n× n جدولͬ
گوشه�ی از ممͺن مسیرهای تعداد سپس و برمͬ�داریم را باشد) تهͬ مͬ�تواند زیرمجموعه� (این چوب�کبریت�ها از
حالت به را چوب�کبریت�ها این�کار از پس مͬ�شماریم. را بالا) یا و راست حرکات با (فقط راست بالا به چپ پایین

مͬ�کنیم. حذف را جدید زیرمجموعه�ای دوباره و برمͬ�گردانیم اولیه

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

عدد و داده انجام را بالا حرکت چوب�کبریت�ها از ممͺن زیرمجموعه�های تمام ازای به است. n = ٣ کنید فرض ٢٠
دارد؟ وجود مختلف عدد چند تخته روی نهایت در نوشته�ایم. تخته روی را نهایͬ

١۶ (۵ ٢١ (۴ ١٩ (٣ ٢٠ (٢ ١٨ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

□ نمود. تولید مͬ�توان را ٢٠ تا ٠ اعداد تمامͬ

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٨ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی

معتبرشان مسیرهای تعداد که بͽیرید نظر در را کبریت�ها چوب از زیرمجموعه�هایͬ تنها است. n = ۴ فرضکنید ٢١
تخته روی را حذف�شده چوب�کبریت�های تعداد زیرمجموعه�ها این از کدام هر ازای به بار این است. ۶٠ برابر

است؟ چند شده نوشته تخته روی که عددی بیشینه و کمینه مͬ�نویسیم.

٨, ١ (۵ ١٠, ١ (۴ ندارد. معتبر مسیر ۶٠ حالتͬ هیچ (٣ ٨, ٢ (٢ ١٠, ٢ (١

است. درست ۵ گزینه�ی پاسخ:

رسید. معتبر مسیر ۶٠ به مͬ�توان و حذفمͬ�شود مسیر ١٠ چوب�کبریت�ها از ͬͺحذفی با درستاست. گزینه�ی١
حداقل چوب�کبریت�ها بقیه و حذفمͬ�کنند را مسیر ١۶ هستند تا ١٢ مجموعا که کناری چوب�کبریت�های طرفͬ از
چوب�کبریت ٨ حذف با مͬ�توان کنیم). حذف را آنها نیست صرفه به مقرون (که کرد خواهند حذف را مسیر ١٠
اضافه مسیر ۶ حداکثر تا ١٢ این بین از چوب�کبریت ۴ کردن اضافه با طرفͬ از نمود. حذف را مسیر ١٠ آنها از
□ است. عدد ٨ نیز تعداد بیشترین پس مͬ�شود.

چوب�کبریت�ها مͬ�توان {٣٢, ۶۴, ١٢٨, ٢۴٣, مجموعه�ی{٢۴٩ اعداد از تا چند ازای به است. n = ۵ فرضکنید ٢٢
شود؟ عدد آن با برابر معتبر مسیرهای تعداد که کرد حذف به�شͺلͬ را

١ (۵ ۴ (۴ ۵ (٣ ٢ (٢ ٣ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

دست به را آن که دارد وجود مثالͬ ͷی هر برای هستند. تولید قابل اعداد بقیه و ساخت نمͬ�توان را ٢۴٩ عدد تنها
□ مͬ�آورد.

دریافت برنامه ͷی ربات این دارد. قرار آن چپ پایین گوشه�ی در ربات ͷی که داریم (n > ١) n × n جدولͬ
و بازمͬ�گردد اول دستور به دوباره دستور آخرین انجام از پس بار هر و مͬ�کند اجرا دستور به دستور را آن و کرده
باشد راست) و چپ پایین، (بالا، حرکت چهار شامل مͬ�تواند برنامه این دستورات مͬ�کند. تͺرار را کار همین
یا و شود خارج جدول از که صورتͬ (در صورت این غیر در و مͬ�دهد انجام را آن�ها امͺان صورت در روبات که
آن دستورهای تعداد برنامه ͷی طول کنید فرض مͬ�رود. بعدی دستور سراغ به شود) هدایت غیرمجاز خانه�ی به

است.

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

اجرای با ربات که برنامه�ای کوتاه�ترین طول هستند. غیرمجاز خاکستری خانه�های بͽیرید. نظر در را زیر جدول ٢٣
است؟ چند مͬ�رسد، سفید) مسیر (انتهای هدف خانه��ی به بار ͷی حداقل آن

٢١ (۵ ٢٠ (۴ ٢٣ (٣ ٢۵ (٢ ١٨ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٩ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی

خانه�ی به رسیدن هنͽام در داریم. بالا و راست سمت به حرکتͬ مجموعا کمینه) حالت (در برنامه اجرای بار هر در
برنامه اجرای بار ͷی در وگرنه باشیم داشته پایین به حرکت ۵ همچنین و چپ به حرکت ۴ حداقل باید راست، بالا
هدف به را ربات خط ٢٠ طول با زیر برنامه�ی داریم. حرکت ٢٠ به نیاز حداقل پس ماند. خواهیم نقطه همان در
□ پایین. ۵ چپ، ۴ بالا، ۶ راست، ۵ مͬ�رساند:

را جدول خانه�های تمامͬ تا دهیم ربات به برنامه�ای مͬ�خواهیم هستند. مجاز جدول خانه�های تمام کنید فرض ٢۴
برای هدف این با برنامه کوتاه�ترین طول است). خانه کدام در انتها در ربات نیست (مهم بپیماید بار ͷی حداقل

است؟ چند n = ١٠

١۵ (۵ ١٠ (۴ ٩ (٣ ١١ (٢ ١٩ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

در است. لازم حرکت تعداد کمترین حرکت ٢n− ١ ،n× n جدول برای کلͬ طور به است. درست ۵ گزینه�ی
جدول گوشه�ی دو هر برنامه بار ͷی اجرای از پس باشیم، نداشته حرکت n − ١ جهت�ها از ͬͺی در که صورتͬ
گوشه�ها از ͬͺی باشیم رفته سمت کدام به نهایت در اینͺه به توجه با ترتیب بدین شده�ایم. جابجا ما و هستند خالͬ
کمتر آن عͺس جهت در اگر و باشیم داشته حرکت n − ١ جهت�ها از ͬͺی در باید نتیجه در ماند. خواهد خالͬ
که داشت خواهیم حرکت ٢n− ٢ کل در پس ماند. خواهد خالͬ ستون یا سطر ͷی همچنان باشیم داشته حرکت
برابر که باشیم داشته حرکت ͷی حداقل دیͽر جهت ͷی در باید کنیم پیمایش را جدول تمامͬ بتوانیم اینͺه برای

رسید: جواب به حرکت تعداد این با مͬ�توان نیز زیر روش با مͬ�شود. ٢n− ١
□ بالا. ١ چپ، n− ١ راست، n− ١

داشته وجود ٣n حداکثر طول به برنامه�ای باشد، غیرمجاز خانه آن تنها اگر که مͬ�نامیم خوب جدول در را خانه�ای ٢۵
محل (خانه�ی دارد؟ وجود جدول در خوب خانه�ی چند n = ٧ برای بپیماید. را مجاز خانه�های تمام که باشد

نیست.) خوب پایین چپ گوشه�ی خانه�ی یعنͬ ربات استقرار

١١ (۵ ۴٣ (۴ ٢٣ (٣ ٢٢ (٢ ۴٨ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

خوب کنیم ثابت مͬ�خواهیم که خانه�ای کنید فرض هستند. خوب خانه�ها تمامͬ جدولͬ، هر برای کلͬ طور به
طͬ را خانه این جز به خانه�ها تمام زیر برنامه�ی صورت این در داشته�باشد. قرار جدول ام k ستون در است،

مͬ�کند.:
□ چپ. k بالا، ١ چپ، n− k پایین، ١ راست، n− k بالا، ١ راست، k

١ سؤال: دفترچه�ی کد ١٠ ١٣٩٣/٢/٠٩



 
 

 

 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 معاونت دانش پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 بازی رنگی
دایره وجود  3دیروز ببعی و گاوی پس از چریدن طولانی خسته شدند و تصمیم گرفتند یک بازی انجام دهند. در این بازی 

های زرد، را با یکی از رنگ 1ی ی شمارههای دایرهاند. ابتدا ببعی هر یک از قطاعقطاع برابر تقسیم شده 3𝑛دارد که هر یک به 

یکی از همین  با را ۲ یشماره یدایره هایقطاع از یک هر ببعی، آمیزیرنگ دیدن از پس گاویکند. نارنجی و بنفش رنگ می

گذارد  و آن می 1 یی شمارهرا روی دایره ۲ی ی شمارهآمیزی گاوی، دایرهرنگببعی نیز پس از دیدن  .کندمی رنگرنگ، سه

ی حال دایره منطبق شود. 1ی ی شمارهکه هر قطاع آن بر قطاعی از دایرهچرخاند به طوریخواهد، میرا به هر مقداری که می

پس از  های زیرین منطبق شود.قطاعی از دایره شود، طوری که هر قطاع آن برمیی دیگر گذاشته روی دو دایره 3ی شماره

 :شودبه صورت زیر رنگ می 3ی مارهی شاین کار هر قطاع دایره

 
 آوریم.یکسان بود، این قطاع را نیز به همان رنگ درمی ۲و  1ی های شمارهاگر رنگ دو قطاع زیرین دایره 

  رنگی که در دو قطاع زیرین نیامده است(  سومنبود، رنگ این قطاع را به رنگ اگر رنگ دو قطاع زیرین یکسان(

 آوریم.درمی

   هایخواهد تا حد ممکن تعداد قطاعمند است و میگاوی اصلیتی هلندی دارد و به همین دلیل به رنگ نارنجی بسیار علاقه      

 کند.  خواهد از این کار جلوگیریدر حالی که ببعی می ؛زیاد شود 3ی ی شمارهنارنجی دایره      

 

 نمره( ۲2)باشد.قطاع نارنجی داشته 𝑛در انتها حداقل  3ی ی شمارهتواند طوری بازی کند که دایرهثابت کنید گاوی می الف(      

      

                      نمره( ۲2باشد.)قطاع نارنجی داشته 𝑛در انتها حداکثر  3ی ی شمارهتواند طوری بازی کند که دایرهثابت کنید ببعی می  ب(      

 

 

  



 
 

 

 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 معاونت دانش پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 ها و ماشین جادوییوزنه
3𝑛ببعی  − 𝑛)  هم هستنداز نظر ظاهری کاملا شبیه به همگی ی نیم گرمی دارد کهی یک گرمی و دو وزنهوزنه 2 > ها وزنه. (2

دانیم. گاوی یک ماشین جادویی دارد. در هربار استفاده ای را نمیولی وزن هیچ وزنه ،اندگذاری شدهشماره 3𝑛تا  1های با شماره

گوید که آیا مجموع وزن اش قرار دهد و ماشین جادویی به او میوزنه را روی ماشین جادویی ۲تواند از ماشین جادویی، گاوی می

 .خیراین دو وزنه، عددی طبیعی است یا 

 

2𝑛تواند با حداکثر اره میثابت کنید گاوی همو الف( −  ی نیم گرمی را پیدا کند.بار استفاده از ماشین جادویی خود یک وزنه 1

 نمره( ۲2)

 

2𝑛تواند روشی ارائه دهد که با کمتر از ثابت کنید گاوی نمی  ب( − ی بار استفاده از ماشین جادویی تضمین کند که یک وزنه 1

 نمره( 32) تواند پیدا کند.گرمی را مینیم

  
  

  



 
 

 

 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 معاونت دانش پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 گاوی خسیس
𝑛)باشد شهر می 𝑛کنند، دارای کشوری که گاوی و ببعی در آن زندگی می > ی  دوطرفه های کشور، جاده. بین برخی از شهر(2

جایی که مردم این کشور صمیمی وجود ندارد. از آندانیم بین هیچ دو شهری بیش از یک جاده چنین میکشیده شده است. هم

توانیم به هر شهر دیگر که بخواهیم، برسیم. ارزش های این کشور میدانیم در هر شهری که باشیم، با استفاده از جادههستند، می

ن یکی از شهرهای اییک شهر برابر است با تعداد شهرهایی که به طور مستقیم با یک جاده به آن شهر متصل هستند. ببعی در 

دانیم اگر گاوی در مسیر رفتن به شهر ببعی، از خواهد به دیدن ببعی برود. میکشور قرار دارد. گاوی که در شهر دیگری است، می

شهر آغاز و پایان مسیر نیز مشمول عوارض هستند(. از آن جایی که گاوی وارض بدهد )تومان ع 𝑘 بایدعبور کند،  𝑘با ارزش  شهری

 کند که کمترین هزینه را داشته باشد.ت ندارد زیاد پول خرج کند، مسیری را انتخاب میدوس

 

𝑛 (𝑛ثابت کنید به ازای هر فرض کنید محل گاوی و ببعی مشخص باشد. الف(  > را طوری قرار  یهای بین شهرتوان جاده، می(2

3𝑛داد که گاوی مجبور باشد دست کم  −  نمره( 11) .بدهد عوارض تومان به دولت  5

 

𝑛 (𝑛ب(  ثابت کنید به ازای هر  > ها را قرار دهیم و ببعی و گاوی در هر دو شهری باشند، گاوی با حداکثر ، هر طوری جاده(2

3𝑛 −  نمره( 31) تواند به هدفش برسد.تومان می 5

  

  



 
 

 

 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 معاونت دانش پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 های گاویانتقال مهره
نقطه از این نقاط را  𝑛را در نظر بگیرید. ببعی  ها عددی صحیح است() نقاطی که طول و عرض آن نقاط صحیح صفحه مختصات

نقاط آبی و  دانیم در هر نقطه یک مهره(. میی دیگر از صفحه قرار داده است )نقطه  𝑛مهره نیز در 𝑛  است و  آوردهبه رنگ آبی در

 :های زیر را دارندویژگی ها مهره

 
 ی قرار ندارد.ای آبی، مهرهدر هیچ نقطه 

 ی آبی در یک سطر نیستند.هیچ دو نقطه 

 

 . هر دو  برای این کاری آبی قرار دهند(هره را در یک نقطه)هر م ها را به نقاط آبی برسانندرند تا مهرهیگببعی و گاوی تصمیم می

دارد و  را  ثابت نگه ای()و یا هیچ مهره هاتعدادی از مهره تواندیک ماشین مخصوص به خود دارند. ماشین گاوی در هر مرحله می

های مختلف در یک توجه کنید که جهت حرکت مهره. به طور همزمان یک واحد به بالا، چپ، راست یا پایین حرکت دهد بقیه را 

 قرار گیرد.  در یک خانه بیش از یک مهرهممکن است چنین پس از انجام یک مرحله تواند با هم یکسان نباشد و هممرحله می

هره را در م بیش از یکتواند ماشین ببعی در یک مرحله نمیکند با این تفاوت که ماشین ببعی نیز مانند ماشین گاوی عمل می

  .یک نقطه قرار دهد

 

با  ی آبی یک مهره قرار گیرد،به طوری که در هر نقطه  ها به نقاط آبیفرض کنید کمترین تعداد مراحل لازم برای رساندن مهره

𝑡1ثابت کنید  باشد.  𝑡2و با استفاده از ماشین ببعی  𝑡1استفاده از ماشین گاوی  = 𝑡2( .02 )نمره 

 

𝑡2توجه: شما با اثبات    ≤ 2𝑡1 توانید بگیرید.نیمی از نمره را می 

 

 



١٣٩٣ دوم مرحله�ی تشریحͬ آزمون پاسخ

ͬͽرن بازی

دست که دارد وجود ͬͽرن کبوتری لانه اصل طبق ببعͬ، توسط ١ شماره دایره�ی رن�͹آمیزی از پس الف)
کافͬ ترتیب به باشد، بنفش یا زرد نارنجͬ، ،͹رن این اگر باشد. آمده در ͹رن آن به قطاع، n کم
کار این با بیاورد. در زرد یا بنفش نارنجͬ، ͹رن به را ٢ شماره دایره�ی قطاع�های تمام گاوی است

شد. خواهد تولید نارنجͬ قطاع n کم دست ٣ شماره دایره�ی در

در ͹رن آن به را آن�ها و مͬ�کند انتخاب ١ شماره دایره�ی از قطاع n ،͹رن هر برای ببعͬ ابتدا در ب)
و بنفش ͹رن به قطاع y زرد، ͹رن به قطاع x خود، رن�͹آمیزی در گاوی کنید فرض مͬ�آورد.
شماره دایره�ی چرخش برای ممͺن انتخاب ٣n باشد. آورده در نارنجͬ ͹رن به را قطاع n−x−y

شماره دایره�ی در حالت ٣n این مجموع در که نارنجͬ�ای قطاع�های تعداد دارد. وجود ببعͬ برای ٢
با: است برابر آمد خواهند پدید ٣

(x× n) + (y × n) + ((n− x− y)× n) = ٣× n٢

کم دست حالت آن در که دارد وجود ببعͬ برای انتخابͬ کبوتری، لانه�ی اصل طبق پس

⌈٣n
٢

٣n
⌉ = n

بیاید. در نارنجͬ ͹رن به ٣ شماره دایره�ی از قطاع

جادویͬ ماشین و وزنه�ها

در و هستند هم�نوع سͺه دو یعنͬ بود، طبیعͬ سͺه دو وزن مجموع اگر ماشین از استفاده هنͽام وضوح به
در که نامید مقایسه عمل ͷی را ماشین از استفاده عمل مͬ�توان پس نیستند. هم�نوع یعنͬ صورت این غیر

خیر. یا هستند هم�نوع شده، گذاشته سͺه�ی دو فهمید مͬ�توان آن پایان

ͷی مͬ�تواند جادویͬ ماشین از استفاده بار ٢n−١ حداکثر با گاوی مͬ�کنیم ثابت n روی استقرا با الف)
کند. پیدا سͺه، ٣n بین از نیم-گرمͬ سͺه�ی

حرکت ۵ حداکثر با داد نشان مͬ�توان حالت�بندی کمͬ با مͬ�گیریم. نظر در را n = ٣ پایه، برای
کرد. مشخص را نیم-گرمͬ سͺه�ای مͬ�توان

برقرار نیز n = k+١ برای حͺم مͬ�کنیم ثابت باشد؛ برقرار n = k برای حͺم فرضمͬ�کنیم حال
دو مͬ�کنیم. مقایسه هم با را سͺه ٢ مͬ�گیریم. نظر در را سͺه ٣k + ٣ حͺم، اثبات برای است.

بود: متصور مͬ�توان حالت

کنیم. مقایسه دیͽر سͺه�ی ٣ با و برداشته را (x) آن�ها از ͬͺی است کافͬ بودند، متفاوت اگر –
است ١-گرمͬ سͺه�ای x یعنͬ کشید، تساوی به آن�ها از تا ٢ کم دست مقایسه، ٣ این در اگر
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سͺه�ای x صورت این غیر در است؛ نیم-گرمͬ نخست، مقایسه�ی در آن مقابل سͺه�ی و
است. نیم-گرمͬ

برابر هم باز اگر مͬ�کنیم. مقایسه دیͽر سͺه�ای با و برداشته را آن�ها از ͬͺی بودند، برابر اگر –
مͬ�توان استقرا فرض طبق سͺه�ها، بقیه�ی برای و هستند ١-گرمͬ سͺه، ٣ این یعنͬ بودند،
انتخاب دیͽر دل�خواه سͺه�ی ٣ هم باز است کافͬ نبودند، برابر ٢ این اگر اما داد؛ انجام را کار

دهیم. انجام را کار قبل، حالت مانند و کنیم

را یال�ها ابتدا دارد. یال n− k کم دست مولفه، k با رأسͬ n ساده�ی گراف هر مͬ�کنیم ثابت ابتدا ب)
ͬͺی حداکثر مͬ�گذاریم، که یالͬ هر مͬ�گذاریم. را یال�ها دیͽری، از پس ͬͺی و نمͬ�گیریم نظر در

دارد. یال n− k کم دست مولفه، k با رأسͬ nگراف پس مͬ�کند. کم مولفه�ها تعداد از
رأس ٣n با ساده گرافͬ باشد. کرده پیدا را نیم-گرمͬ سͺه�ای مقایسه، تعدادی با گاوی فرضکنید
بین گاوی اگر تنها و اگر مͬ�کشیم یال رأس، دو بین و باشد سͺه ͷی آن رأس هر که مͬ�سازیم

باشد. داده انجام مقایسه آن�ها، متناظر سͺه�های
١ مولفه�ی ٣ کم دست کنیم فرض دارد. رأسͬ ١ مولفه�ی ٢ حداکثر گراف این مͬ�کنیم ثابت ابتدا
با نمͬ�توان باشند، رأس ٣ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�ها�ی اگر صورت این در باشد. داشته رأسͬ

داد. تشخیص را نیم-گرمͬ سͺه�ی ͷی اطمینان
دست کنید فرض قبل قسمت مانند دارد. رأسͬ ٢ مولفه�ی ١ حداکثر گراف این مͬ�کنیم ثابت حال
با نمͬ�توان باشند، رأس ۴ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�های اگر باشیم. داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی ٢ کم

داد. تشخیص را نیم-گرمͬ سͺه�ی ͷی اطمینان
وجود رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ هم و باشیم داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی هم ندارد امͺان مͬ�کنیم ثابت حال
داشته وجود رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ هم و باشیم داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی هم کنید فرض باشد. داشته
نمͬ�توان اطمینان با هم باز باشند، سͺه ۴ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�های اگر صورت این در باشد.

کرد. پیدا را نیم-گرمͬ سͺه�ای
حداکثر ما گراف باشیم، داشته رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ نظر، مورد گراف در اگر حال

⌊٣n− ٢
٣

⌋+ ٢ = n+ ١

حداکثر ما گراف نیز صورت این غیر در دارد؛ مولفه

⌊٣n− ٣
٣

⌋+ ١+ ١ = n+ ١

حͺم که دارد لازم یال ٣n− (n+ ١) = ٢n− ١ کم دست ما گراف پس داشت. خواهد مولفه
مͬ�کند. ثابت را مسئله
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خسیس گاوی

بͽیرید. نظر در یال ͷی جاده هر جای به و راس ͷی شهر هر جای به کنید. مدل گراف به را نظر مورد کشور
راس درجات مجموع با است برابر نیز مسیر ͷی هزینه است. آن متناظر راس درجه با برابر شهر ͷی ارزش

مسیر. داخل های

را ببعͬ حال کنید. جدا گراف این از را b و aراس دو بین یال بͽیرید. نظر در را کامل گراف ͷی الف)
با: است برابر سفر هزینه اکنون دهید. قرار bراس در را گاوی و aراس در

n− ٢+ n− ٢+ n− ١ = ٣n− ۵

.

بͽیرید.به نظر در b به a از را مسیر کوتاه�ترین است. bراس در گاوی و aراس در ببعͬ فرضکنید ب)
مسیر باشد یال اگر چون داشت نخواهیم یال مسیر داخل راسͬ دو هیچ بین مسیر خود یال�های جز
چون دارد، مسیر داخل های راس به یال سه حداکثر نیز مسیر از خارج راس هر مͬ�شود. تر کوتاه
راس�های درجات مجموع حال کنیم. پیدا مͬ�توانستیم کوتاه�تری مسیر دوباره صورت این غیر در
مͬ�شود. اضافه واحد دو درجات مجموع به مسیر داخل یال هر ازای به مͬ�شماریم. را مسیر داخل
مجموع به واحد ͷی هم مسیر داخل راس ͷی به مسیر از خارج راس ͷی از یال هر ازای به
با: برابر حداکثر ما کل هزینه باشد، k مسیر درون راس�های تعداد اگر مͬ�شود. اضافه درجات

٢ ∗ (k − ١) + ٣ ∗ (n− k) = ٣n− k − ٢

بوده راس دو از متشͺل فقط ما مسیر صورت٬ این غیر در است. حل سوال که باشد k > ٢ اگر
آن در پس باشند. داشته n − ١ با برابر حداکثر درجه�ای مͬ�توانستند حداکثر کدام هر که است
٢n−٢ ≥ ٣n−۵ است، n > ٢ اینͺه به توجه با که مͬ�شد ٢n−٢ با برابر ما کل هزینه صورت

است.

گاوی مهره�های انتقال

از بیش خانه ͷی در مͬ�تواند لحظه ͷی در او ماشین در چون بͽیرید. نظر در را گاوی ماشین جواب
با ای نقطه به بخواهیم را (x١, y١) مختصات با مهره�ای اگر که کرد فرض مͬ�توان پس باشد، مهره ͷی
به را آن سپس و برده (x١, y٢) نقطه�ی به را مهره این ابتدا مͬ�توانیم دهیم، انتقال (x٢, y٢) مختصات
انتقال در موجود حرکات به و عمودی حرکت اول، انتقال در موجود حرکات به ببریم. (x٢, y٢) خانه�ی
انتقال نظر مورد سطر به عمودی حرکت تعدادی با را مهره ابتدا عبارتͬ به مͬ�گوییم. افقͬ حرکت دوم
(c, d)مرتب زوج مهره هر به همچنین مͬ�بریم. نظر مورد ستون به افقͬ حرکت تعدادی با سپس و مͬ�دهیم
حرکت تعداد با برابر d و نقطه این برای لازم عمودی حرکت�های تعداد معنای به c آن در که دهید نسبت را

است. نقطه این ازای به لازم افقͬ های

١ لم
باشند داشته برخورد هم با خود حرکت مسیر در مهره دو کنید فرض است. درست سوال بعد ͷی ازای به
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هم با را مهره دو این مقصد .(B خانه�ی به b و برود A خانه�ی به مͬ�خواهد a که b و a مهره�های (مثلا
مͬ�شود. کاسته برخورد�ها تعداد از واحد ͷی حداقل کار این با Aبرود). به b و برود B به a) عوضکنید
که کنید تͺرار آن�قدر را کار این نمͬ�شود. بیش�تر قبلͬ�اش حالت از ما جواب کار این با مͬ�دانیم ضمن در

است. برابر بعد ͷی ازای به گاوی و ببعͬ ماشین جواب پس باشیم. نداشته برخوردی دیͽر

نمره نصف حل

F = کنید فرض حال کنید. تعریف max(ci, di) برابر را ei (١ ≤ i ≤ n) iام مهره ازای به
لم طبق بͽیرید. نظر در را گاوی ماشین جواب حال است. t١ ≥ F که است واضح .maxni=١(ei)

حرکات انجام حال در که مهره دو بین برخوردی هیچ که بدهد جوابͬ ما به مͬ�تواند گاوی ماشین ،١
تمامͬ تا کند صبر و دهد انجام را خود عمودی حرکت مهره�ای، هر حال ندهد. رخ هستند خود عمودی
اکنون دهد. انجام را خود افقͬ حرکت مهره�ای هر سپس دهند. انجام را خود عمودی حرکت�های مهره�ها

داشت خواهیم حال است. رسیده خود نظر مورد خانه�ی به هرکس
t٢ ≤ max(ci) +max(di) ≤ F + F ≤ ٢t١

کامل حل

شود. کمینه آن در
∑n

i=١ c
٢
i که بͽیرید نظر در را جوابͬ گاوی ماشین برای موجود جواب�های بین از

خانه ͷی در مهره دو لحظه�ای هیچ در بͽیریم، نظر در را جوابͬ همچین اگر که کنیم ثابت مͬ�خواهیم
ͷی به مͬ�دهند انجام عمودی حرکت که هنͽامͬ و باشند ستون ͷی در مهره دو کنید فرض بود. نخواهند
یابد. Bانتقال خانه�ی به نیز b مهره�ی و یابد Aانتقال نقطه�ی به بخواهد a مهره�ی فرضکنید برسند. نقطه
است شده کم�تر دو هر cb و ca .A خانه�ی به را b مهره�ی و دهید انتقال B نقطه�ی به را a مهره�ی حال
فرض حال است. شده کم�تر ما نظر مورد مجموع پس نیستند. سطر ͷی در آبͬ�ای نقطه�ی دو هیچ چون
حرکت انجام حال در آن�ها از ͬͺی صورت این در کنند. برخورد هم به مختلف ستون دو از مهره دو کنید
سطر در آبͬ�ای نقطه دو هیچ اولا زیرا خود، افقͬ حرکت انجام حال در دیͽری و است بوده خود عمودی
خود مقصد به مͬ�خواهد که مهره�ای هر بود قرار و نبودند ستون ͷی در مهره دو این ثانیا نیستند، یͺسانͬ
با را مهره دو این مقصد اکنون را. افقͬ�اش حرکات سپس دهد، انجام را عمودی�اش حرکات اول برود،
در آن�ها از ͬͺی همچنین و بوده�اند نقطه ͷی در زمان ͷی در مهره دو این که جایͬ آن از کنید. عوض هم
اثبات همچنین است. نشده بیشتر ما جواب پس عمودی، حرکت حال در دیͽری و بوده افقͬ حرکت حال
باشد متفاوت هم با مهره دو این حرکت�های جهت اگر است. شده کمتر ما نظر مورد مجموع که مͬ�کنیم
در نهایͬ نقطه�های کنید (دقت است شده کم�تر نیز مجموع پس است شده کاسته آن�ها دوی هر c از که
کاسته سوال کلیت از که این بدون باشد، یͺسان مهره دو این حرکت جهت اگر حال نیستند). سطر ͷی
دهید. نشان ٢ و ١ با را مهره�ها این حال باشد. بوده بالا به آن�ها دوی هر حرکت جهت که کنید فرض شود

کنید: فرض همچنین

c١ < c٢ ⇒ y١ > y٢

p = c٢ + y٢ − (c١ + y١)
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دهد. انجام عمودی حرکت c٢ − p ،٢ مهره و دهد انجام عمودی حرکت c١ + p ،١ مهره است قرار حال
داریم: مͬ�شود. اضافه ٢p(c١ + p− c٢) اندازه�ی به ما مجموع

٢p > ٠

c١ + p− c٢ = y٢ − y١ < ٠

ماشین شود، کمینه ما مجموع اگر پس است. شده کمتر ما مجموع و است ٢p(c١ + p− c٢) < ٠ پس
ببعͬ ماشین خواسته�ی همان این که نباشند نقطه ͷی در مهره دو لحظه�ای هیچ در که مͬ�دهد را جوابͬ ما به

است.
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