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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

است. آمده آن از پیش دسته هر توضیح و آمده اند چندسؤالͬ دسته ها ی در ٢۵ تا ١۶ سؤال های •
است. یͺسان سؤال ها همه ی امتیاز •

دارد. منفͬ نمره ی ͷی نادرست جواب و مثبت نمره ی چهار سؤال هر به درست جواب •
است. تصادفͬ شͺل به سؤال هر در گزینه ها ترتیب •

از ͬͺی (دقیقن سرخ پوست یا و سیاه پوست یا است، سفیدپوست یا نفر هر ͬ کنند. م زندگͬ نفر ١٠٠ جزیره ای در ١
ͬ شود: م تعیین زیر شͺل به جزیره ͷی نوع حالت). سه این

است. «سفید» جزیره نوع باشند، جزیره در سفیدپوست ٩٠ حداقل اگر •
است. «سیاه» جزیره نوع باشند، جزیره در سیاه پوست ٨٠ حداقل اگر •

است. «سرخ» جزیره نوع باشند، جزیره در سرخ پوست ٧٠ حداقل اگر •

افراد از نفر چند حداقل رفته ایم. جزیره به ما است. سرخ و سیاه سفید، نوع سه از ͬͺی دقیقن جزیره ͬ دانیم م
دهیم؟ تشخیص را جزیره نوع بتوانیم تا ببینیم باید را جزیره

۴۱ (۵ ۸۱ (۴ ۶۱ (۳ ۲۱ (۲ ۵۱ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

(فقط نیست مشخص جزیره نوع هنوز باشند سرخ پوست ٢٠ و سیاه پوست نفر ٣٠ آنها و ببینیم را نفر ۵٠ تنها اگر
نیست. سفید جزیره، که است مشخص

این غیر در است. سرخ حتما جزیره باشند سرخ پوست نفر ٢٠ از بیش که صورتͬ در ببینیم، را نفر ۵١ حداقل اگر
از بیش اگر بین این در نیست. سرخ جزیره نتیجه در و هستند سیاه پوست یا سفید پوست نفر ٣١ حداقل صورت
□ است. سفید جزیره صورت این غیر در و بود خواهد سیاه جزیره باشند سیاه پوست نفر ١٠

احتمال به و شده انتخاب تصادفͬ صورت به متمایز عدد دو گام هر در داریم. n تا ١ اعداد از نزولͬ جایشͽت ͷی ٢
در صعودی ترتیب به اعداد (یعنͬ شود مرتّب جایͽشت این گام چند از پس اگر ͬ شود. م عوض آنها جای ۱

۲
محدودیتͬ گام ها (تعداد است بازی برنده ی سپهر صورت این غیر در و ͬ برد م علیرضا بͽیرند)، قرار جایͽشت

ͬ شود؟ م برنده علیرضا احتمالͬ چه به ندارد).

۱ (۵ ۱
n!

(۴ ۱
n

(۳ ۱
۲

(۲ ۰ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

بͽیرید. نظر در ͬ کند م مرتب را جایͽشت که جابجایی ها از دنباله ͷی اولیه، جایͽشت ͷی ازای  به
از بیشتر دنباله  این وقوع  احتمال

(۱/N۲ × ۱/۲)(N
۲)

ͷی در اینکه احتمال پس است.

N۲

با است برابر حداکثر نشود مرتّب جایͽشت این متوالͬ

۱− (۱/N۲ × ۱/۲)(N
۲)

ی مرحله t از پس اینکه احتمال پس

N۲

١ سؤال: دفترچه ی کد ١ ١٣٩۵/٢/٧



'

&

$

%

کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

با: است برابر حداکثر باشد نشده مرتب ها جابجایی از تایی

(۱− (۱/N۲ × ۱/۲)(N
۲))t

برابر نهایت در جایͽشت مرتب شدن احتمال پس ͬ کند. م میل صفر به نیز مقدار این بینهایت به t کردن میل با که
□ ͬ شود. م برنده ١ احتمال به علیرضا و است ١

ندارد: زیر شͺل به زیرگراف که داریم رأسͬ ١٠٠ ساده ی گراف ͷی ٣

.

القایی (زیرگراف چیست؟ گراف این یال های تعداد حداکثر نیست. القایی لزومن زیرگراف از منظور کنید توجه
اگر تنها و اگر دارد وجود یال زیرگراف از رأس دو بین ولͬ است اختیاری آن در رأس ها انتخاب که است زیرگرافͬ

باشد) داشته وجود یال آنها بین اصلͬ گراف در

۱۲۰ (۵ ۲۰۰ (۴ ۱۸۰ (۳ ۱۰۰ (۲ ۱۵۰ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

ͬ کنیم: م دقت مؤلفه ͷی در رأس ها تعداد به یال ها تعداد نسبت به

وصل u جز کسͬ به ͬ توانند نم u هم سایه های باشد. ۴ حداقل درجه ی با رأس ͷی u کنید فرض ابتدا •
است. ١ از کم تر رأس ها تعداد به یال ها تعداد نسبت u رأس شامل مؤلفه ی در پس باشند.

وصل هم سایه های ش و u جز کسͬ به ͬ توانند نم u هم سایه های باشد. ٣ درجه ی با رأس ͷی u کنید فرض •
آن در رأس ها تعداد به یال ها تعداد نسبت و دارد یال ۶ و رأس ۴ حداکثر u شامل مؤلفه ی پس شوند.

است. ۳
۲ حداکثر

ͷی یا دور ͷی باید مؤلفه ای چنین است. ٢ حداکثر آن رئوس درجه ی که بͽیرید نظر در مؤلفه ای حال •
است. ١ حداکثر آن در رأس ها تعداد به یال ها تعداد نسبت که باشد مسیر

١۵٠ برابر حداکثر پاسخ و است ۳
۲ حداکثر گراف رأس های تعداد به یال ها تعداد نسبت بالا حالات به توجه با پس

١٠٠‐رأسͬ و دارد را مسئله خاصیت گراف این بͽیرید. نظر در K۴ نمونه ی ٢۵ از متشͺل گرافͬ طرفͬ از است.
□ است. ١۵٠ برابر پاسخ پس است. یالͬ ١۵٠ و

باشیم: داشته ۱ ⩽ i ⩽ n − ۱ هر ازای به هرگاه گوییم زیبا n تا ۱ اعداد از p۱, p۲, ..., pn جایͽشت به ۴
است؟ چند ۵ بر زیبا جایͽشت های تعداد تقسیم ͬ مانده ی باق ،n = ۹ ازای به .pi ⩽ pi+۱ + ۳

۴ (۵ ۲ (۴ ۱ (۳ ۰ (۲ ۳ (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

جایͽشت هر از تناظر، از استفاده با n ⩾ ۵ ازای به حال هستند. زیبا ممͺن جایͽشت ٢۴ تمام n = ۴ ازای به
دلخواهͬ جایͽشت در را n عدد تا است کافͬ سازیم. مͬ تایی n متمایز و زیبا جایͽشت ۴ تایی، n− ۱ زیبای
n−۳ یا و n−۲ ،n−۱ اعداد از پیش یا و مذکور جایͽشت انتهای در میتواند n عدد کنیم. درج n−۱ طول به
از n حذف با تایی، n− ۱ دلخواه جایͽشت هر ازای به طرفͬ از داریم. آن درج برای مͺان ۴ پس شود داده قرار

١ سؤال: دفترچه ی کد ٢ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

تعریف تایی n زیبای های جایͽشت تعداد را f(n) اگر پس میرسیم. جایͽشت آن به تایی n جایͽشت ۴ دقیقا
داریم: کنیم،

f(۴) = ۲۴

: n ⩾ ۵ برای و

f(n) = ۴f(n− ۱)

شود. مͬ ١ برابر ۵ پیمانه به که است ۲۴× ۴۵ برابر f(۹) پس
□

و ۵ طول به دوری در هم و ٣ طول به دوری در هم آن رأس هر اگر گوییم، زده فرد گراف G رأسͬ ١۶ گراف به ۵
رأس ٨ آن بخش هر که داریم کامل دوبخشͬ گراف ͷی کنید فرض حال باشد. ١۵ طول به دوری در هم و ...

کنیم؟ اضافه باید یال چند حداقل شود. زده فرد تا کنیم اضافه گراف این به یال تعدادی ͬ خواهیم م دارد.

۱ (۵ ۱۶ (۴ ۲ (۳ ۲۸ (۲ ۸ (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

چهار یا (و داد قرار دیͽر بخش در یال ͷی حداقل باید باشند مثلث ͷی در بخش ͷی رئوس همه ی اینکه برای
هر از و است دوبخشͬ کامل گراف چون ولͬ است. لازم یال ٢ حداقل نتیجه در دهیم). قرار بخش همان در یال
ͬ توان م را راسͬ فرد دورهای تمامͬ یال دو این کردن اضافه با دارد، وجود یال مقابل بخش در راس هر به راسͬ
□ ساخت.

متمایز رقمͬ ۴ دودویی رشته ی ͷی با متناظر آن رأس هر که داریم رأسͬ ١۶ گراف ͷی کنید فرض قبل سؤال در ۶
تفاوت رقم ͷی در دقیقن رأس ها آن متناظر رشته های اگر تنها و اگر دارند، یال هم به گراف این در رأس دو است.

شود؟ زده فرد تا کنیم اضافه گراف این به یال چند حداقل باشند. داشته

۳ (۵ ۴ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۸ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

یال چهار حداقل پس شود. شامل را راس چهار نتیجه در و کند ایجاد مثلث دو حداکثر ͬ تواند م اضافه یال هر
است. لازم برای

□ ͬ شود. م زده فرد گراف ها xx۱۱ و xx۰۰ بین یال چهار این کردن اضافه با طرفͬ از

۰ عدد شامل خانه چهار است. شده نوشته ۱ و ۰ عدد دو از ͬͺی آن خانه ی هر در که داریم n × n جدول ͷی ٧
شامل خانه چهار هم چنین ͬ نامیم. م صفر‐مستطیلͬ آیند، دست به ستون دو و سطر دو تقاطع محل های از که را
به بیابید را n مقدار حداکثر ͬ نامیم. م یͷ‐پراکنده نیستند، هم ستون و هم سطر آن ها از تا دو هیچ که را ١ عدد
یͷ‐پراکنده خانه ی چهار هیچ و صفر‐مستطیلͬ خانه ی چهار هیچ آن در که باشد داشته وجود جدولͬ که طوری

باشد. نداشته وجود

۷ (۵ ۴ (۴ ۸ (۳ ۵ (۲ ۶ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

حال باشد. ٠ عدد شامل آن آخر سطر و ١ عدد شامل آن نخست سطر ٣ که بͽیرید نظر در جدولͬ n = ۴ برای
که را ١ خانه های تعداد بیشینه ی ندارد. وجود شده گفته خاصیت با ۵ × ۵ جدول هیچ کنیم ثابت است کافͬ

١ سؤال: دفترچه ی کد ٣ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

٢ و سطر ٢ حداقل پس است. ٣ برابر مقدار این حداکثر بͽیرید. نظر در نیستند، هم ستون یا هم سطر دوتا هیچ
این تعداد صورت این غیر در (زیرا نیست ١ عدد هیچ شامل و نیست خانه ها این شامل که ͬ ماند م باقͬ ستون

است. تناقض که ͬ شود م پیدا ٠ شامل صفر‐مستطیلͬ خانه ی چهار پس ͬ شود). م بیش تر خانه ها
□

حداکثر ͬ نامیم. م یͷ‐خطͬ باشند، هم سطر که را ١ عدد شامل خانه چهار بͽیرید. نظر در را قبل سؤال همان ٨
چهار هیچ و صفر‐مستطیلͬ خانه ی چهار هیچ آن در که باشد داشته وجود جدولͬ که طوری به بیابید را n مقدار

باشد؟ نداشته وجود یͷ‐خطͬ خانه ی

۶ (۵ ۸ (۴ ۴ (۳ ۵ (۲ ۷ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

بͽیرید: نظر در را زیر جدول ،n = ۵ برای
کنید فرض ندارد. وجود شده گفته شرایط با ۶×۶ جدول هیچ کنیم ثابت است کافͬ حال
حداقل پس دارد. صفر خانه ی ٣ حداقل جدول این سطر هر دارد. وجود جدولͬ چنین
صفر خانه ی جفت ١٨ حداقل شامل جدول کل پس است. صفر خانه ی جفت

(۳
۲

)
شامل

هم سطر جفت دو پس است.
(۶
۲

)
= ۱۵ ممͺن ستون های جفت تعداد است. هم سطر

چهار ͷی خانه چهار این باشد. یͷ سان ستون های شان که دارد وجود صفر خانه های از
□ ͬ شود. م ثابت حͺم و است تناقض که است صفر‐مستطیلͬ خانه ی

یال تعدادی گراف این از ͬ توان م طریق چند به بͽیرید. نظر در را ۱, ۲, ..., ۲۰ رأس های با زیر رأسͬ ٢٠ گراف ٩
نکنیم. حذف یالͬ هیچ که است این حالت ͷی کنید توجه بماند؟ هم بند گراف که طوری به کرد حذف
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٧٣٨۶٣۴ (۵ ٨٣۴٢۶١ (۴ ۲× ۴۱۰ (۳ ٩۴۶٠٢۵ (۲ ٢٠٧٣٩١ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

ͬ کنیم؛ م تعریف an مانند نیز را bn ͬ گیریم. م نظر در ۲n‐رأسͬ گراف ͷی برای شده خواسته حالات تعداد را an
داریم: است. داشته وجود مسیری چپ سمت رأس دو بین بدانیم قبل از که تفاوت این با

an = ۳an−۱ + bn−۱

و

bn = ۴an−۱ + ۲bn−۱

□ ͬ آید. م دست به است مسئله پاسخ که a۱۰ مقدار بالا بازگشتͬ روابط از

ͬͺی به (a, b) صحیح مختصات با نقطه ی از ͬ تواند م حرکت هر در او دارد. قرار مختصات صفحه ی در علیرضا ١٠
بر x تقسیم ͬ مانده ی باق x ٪ y از منظور آن ها در که برود

(
a, (۲b) ٪ ۱۰۲۴

)
یا و

(
(۲a) ٪ ۱۰۲۴, b

)
نقاط از

اگر باشد. ۰ ⩽ x ⩽ ۵۰, ۰ ⩽ y ⩽ ۱۰۰ که ͬ کند م انتخاب شروع برای (x, y) نقطه ی ͷی علیرضا است. y

١ سؤال: دفترچه ی کد ۴ ١٣٩۵/٢/٧



'

&

$

%
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بالا حرکات با رسیدن قابل نقاط تمامͬ بین در بیشینه) u + v) مختصه ها مجموع بیش ترین با نقطه ای (u, v)
است؟ چند ۵ بر u+ v تقسیم ͬ مانده باق باشد،

۲ (۵ ۳ (۴ ۱ (۳ ۰ (۲ ۴ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

پس ͬ کند. م پیدا شیفت چپ سمت به واحد ͷی دو مبنای نمایش در مقدارش تغییر مورد مولفه ی گام هر در
(u, v) نقطه ی لذا است. ٣١ ها y برای ترتیب همین به است. ۶٣ اولیه ی مقدار ازای به دسترسͬ قابل x بیش ترین
□ است. ۰ برابر جواب لذا است. (١٠٠٨،٩٩٢) برابر

مجموعه ی عضو هر به مجموعه یAنسبت عضو هر اگر تنها و اگر اول اند هم به Bنسبت Aو ناتهͬ مجموعه ی دو ١١
ͷی کدام هر فرشاد و فرشید باشد). ͷی شان ب.م.م اگر تنها و اگر اول اند هم به نسبت عدد (دو باشد اول B
هم به نسبت فرشاد و فرشید مجموعه های که این احتمال ͬ کنند. م انتخاب {۱, ۲, ..., ۹} از ناتهͬ زیرمجموعه ی

است؟ چقدر باشند اول
۵۰۶۰

۱+۲۵۵×۲۱۰ (۵ ۲۵۳۰
۲۵۵×۲۹ (۴ ۶۰۸۴

۱+۲۵۵×۲۱۰ (۳ ۵۰۶۱
۲۵۵×۲۱۰ (۲ ۷۲۳

۳۷۳۰۳ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

مجموعه ͷی در حداکثر ͬ توانند م ٧ و ۵ اعداد از کدام هر حالت). ۴) باشد مجموعه دو هر در ͬ تواند م ١ عدد
دارند). حالت ٣ کدام (هر باشند

دارند. حالت ١۵ نتیجه در باشند. عضو ͬ توانند م مجموعه ͷی در حداکثر ٨ و ۴ و ٢ اعداد
دارند. حالت ٧ نتیجه در باشند. عضو ͬ توانند م مجموعه ͷی در حداکثر ٩ و ٣ اعداد

نباشند مختلف مجموعه ی دو در ٣ و ٢ توان های که باشد عضو مجموعه ای در ͬ تواند م حالتͬ در تنها ۶ عدد
٣ نیز نباشند) عضو ٣ و ٢ توان های که (حالتͬ حالت ͷی در هستند). مختلف مجموعه ی دو در حالت ۴٢ (در

داریم. ۶ عدد برای انتخاب
دارد. وجود روش ۴۲+ ۲× ۶۲+ ۱× ۳ = ۱۶۹ ،٣ و ٢ مضارب انتخاب برای نتیجه در

باشند تهͬ دو هر یا مجموعه ها این از ͬͺی که حالاتͬ ولͬ ͬ شود. م ۶٠٨۴ ممͺن حالات تعداد مجموعا نتیجه در
که داریم مختلف حالت ۵٠۶١ نتیجه در تاست. ۵۱۱ + ۵۱۱ + ۱ = ۱۰۲۳ آنها تعداد که کنیم حذف باید را
□ ͬ رسیم. م ۷۲۳

۳۷۳۰۳ جواب به ساده سازی و حالات کل بر کردن تقسیم از پس

و A مانند مجاور توپ دو ͬ توان م مرحله هر در دارند. قرار دایره ͷی دور ترتیب به ۱۰ تا ۱ شماره های با توپ ده ١٢
توپ های برداشتن با مثال برای داد. قرار دیͽر مجاور توپ دو میان در ترتیب همان به را آن ها و گرفت نظر در B

رسید: راست سمت شͺل به چپ سمت شͺل از ͬ توان م ۷ و ۵ توپ دو میان در آن ها گذاشتن و ۳ و ۱

ندارد.) اهمیتͬ گام ها (تعداد رسید؟ ͬ توان م جایͽشت چند به دارند، توپ ها این که دوری جایͽشت ۹! میان از

۹!− ۸! (۵ ۹! (۴ ۹!
۶ (۳ ۸! (۲ ۹!

۲ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

ͬ توان م گام تعدادی با را مجاور عنصر دو کنیم ثابت است کافͬ رسید. ͬ توان م جایͽشتͬ هر به ͬ کنیم م ادعا
زیر گام های انجام با باشند. متوالͬ عنصر سه a, b, c کنید فرض نریزد. هم به بقیه ترتیب که طوری کرد؛ جابه جا

برد: جلو واحد دو را a ͬ توان م

a, b, c → c, a, b → b, c, a

١ سؤال: دفترچه ی کد ۵ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
٧

.

۵

.

١٠

.

٣

.
١

.

٨

.

٢

.

۶

.

٩

.

۴

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
٧

.

٣

.

١

.

۵

.
١٠

.

٨

.

٢

.

۶

.

٩

.

۴

a, b عملن و ͬ رسد م a پشت به ببرید. جلو به واحد دو بار ۴ را b باشند. مجاور عنصر دو a, b کنید فرض حال
□ ͬ شود. م اثبات حͺم و شده جابه جا

گرفته اند: قرار زیر شͺل به آرایشͬ در توپ ١٠ کنید فرض قبل سؤال در ١٣
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واحد ͷی را آن ها مثلث و کرد انتخاب هستند، مماس یͷ دیͽر بر دوبه دو که را توپ سه ͬ توان م مرحله هر در
زیر شͺل به بالا شͺل در ۵ و ۳ ،۲ توپ های روی حرکت این اعمال با مثال برای چرخاند. ساعت گرد جهت در

ͬ رسیم: م
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۵
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۶
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٢

اهمیتͬ گام ها (تعداد برسیم؟ ͬ توانیم م توپ ها برای ممͺن آرایش ۱۰! از متفاوت آرایش چند به اولیه حالت از
ندارد.)

۱۰!
۶ (۵ ۱۰! (۴ ۹! (۳ ۱۰!

۳ (۲ ۱۰!
۲ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

ͬ های وارونگ تعداد هستند، نیز مرتب شده ابتدا در که ببینیم خطͬ جایͽشت ͷی شͺل به را توپ ها این اگر
نیز جایͽشت ها نصف به رسیدن برسیم. ͬ توانیم م جایͽشت ها نصف حداکثر به پس ͬ ماند. م زوج جایͽشت
□ است. ممͺن

با کنیم. تبدیل ۴x+ ۲ یا ⌊x
۲⌋ عدد دو از ͬͺی به را x عدد ͬ توانیم م مرحله هر در داریم. را x = ۰ عدد ابتدا در ١۴

ساخت؟ ͬ توان م را A = {۷۷, ۵۱۱, ۲۱۰, ۱۷۰, ۲۳۸} مجموعه اعضای از تعداد چه حرکات این از استفاده

١ سؤال: دفترچه ی کد ۶ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

۰ (۵ ۴ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۳ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

هستند. تولید قابل ٢٣٨ و ١٧٠ ،۵١١ اعداد تنها
اثبات برای باشند. نداشته متوالͬ ٠ رقم دو هیچ گاه شان ٢ مبنای نمایش در که ͬ کند م تولید را اعدادی ماشین این
بیت های تعداد روی و گرفته نظر در را ماشین ͬ های خروج و ورودی ها ٢ مبنای نمایش تا است کافͬ موضوع این
بیابیم. را پاسخ و گرفته نظر در را A مجموعه اعضای ٢ مبنای نمایش تا است کافͬ پس بزنیم. استقرا x عدد
□

هر در دارد. قرار ١ عدد روی ابتدا که داریم پاک کننده ای دست گاه نوشته ایم. دایره ای دور را ١٣٩۵ تا ١ اعداد ١۵
ͬ دهیم: م انجام را زیر عملیات دو از ͬͺی دارد قرار عدد اُمین i روی دست گاه که این فرض با مرحله

ͬ گذاریم. م اُم i+ ۲ عدد روی را دست گاه و ͬ کنیم م پاک را اُمͬ i+ ۱ عدد •

ͬ گذاریم. م اُم i+ ۳ عدد روی را دست گاه و ͬ کنیم م پاک را اُم i+ ۲ و اُم i+ ۱ اعداد •

باید بماند، باقͬ عدد دو اگر کنید (توجه بماند باقͬ دایره دور عدد ͷی تنها تا ͬ دهیم م انجام را اعمال این آن قدر
ͬ تواند م مختلف مقدار چند ͬ ماند، م باقͬ دایره دور که نهایی عدد کنیم). پاک را اعداد از ͬͺی اول روش طبق

باشد؟ داشته

۱ (۵ ۱۳۹۴ (۴ ۱۳۹۳ (۳ ۶۹۷ (۲ ۱۳۹۵ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

از قبل گام ٣ یا ٢ که است کافͬ داشت. نگه ͬ توان م را اعداد بقیه ͬ شود، م پاک مرحله اولین در که ٢ عدد بجز
به ͬ توان م را اعداد تمامͬ صورت این در برسیم. عدد این خود به بعدی گام در که کنیم پاک طوری را اعداد آن
□ گذاشت. باقͬ نهایی عدد عنوان

ͬ توان م مرحله هر در است. شده نوشته −۱ و ۱ عدد دو از ͬͺی آن یال هر روی که باشد گراف ͷی G کنید فرض
عدد با یال های تعداد کمینه ی کرد. قرینه را آن به متصل یال های تمام عدد و گرفت نظر در گراف از رأس ͷی
برابر f تابع مقدار زیر گراف در مثال برای ͬ نامیم. م f(G) رسید، آن  به مرحله تعدادی انجام با ͬ توان م که را −۱

است. ٠

..
١

.
−۱

.
−۱

.
١

در مثال برای ͬ گیریم. م نظر در h(G) یال ها، برای ممͺن اولیه ی مقادیر تمام ازای به را f(G) مقدار بیشینه ی
است: ١ برابر h مقدار زیر گراف

.

١ سؤال: دفترچه ی کد ٧ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

با گرافͬ h تابع ورودی و ͬ شده مقدارده یال های با گرافͬ f تابع ورودی ͬ بینید، م بالا مثال در که همان طور
است. ͬ نشده مقدارده یال های

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

بیابید: زیر گراف برای را h مقدار ١۶
.

۴ (۵ ۰ (۴ ۳ (۳ ۲ (۲ ۱ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

فردی تعداد هم واره باشد، −۱ یال فردی تعداد شامل ابتدا در اگر دور هر است. مجزایال دور دو شامل گراف
را پایین ۴‐رأسͬ مسیر یال های تمام ͬ توان م هم چنین است. ٢ برابر حداقل پاسخ پس داشت. خواهد −۱ یال
تعداد بالا رأس انتخاب با داشت، وجود −۱ یال دو از بیش بالا رأس به متصل یال های در اگر سپس و کرد ١
□ کرد. ٢ حداکثر را گراف −۱ یال های

١ سؤال: دفترچه ی کد ٨ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

بیابید: زیر گراف برای را h مقدار ١٧

.

۳ (۵ ۴ (۴ ۱ (۳ ۰ (۲ ۲ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

مقداردهͬ ازای به ͬ کنیم م ادعا است): شده نوشته −۱ اعداد (فقط باشد زیر شͺل به اولیه مقداردهͬ کنید فرض

شامل مقداردهͬ این قبل سوال استدلال مانند به باشد. کم تر ٢ از کنید فرض نیست. کم تر ٢ از f مقدار بالا
١ برابر مقدار این بخواهد اگر هم چنین باشد. ٠ برابر f مقدار ͬ تواند نم پس است. −۱ فردی تعداد با دور ͷی
حداقل شامل ۲, ۳, ۵, ۶ و ۱, ۲, ۴, ۵ دورهای از ͷی هر زیرا باشد؛ ۵ و ٢ رئوس بین یال ،−۱ یال تنها باید شود
تعیین یͷ تا رأس ها نشدن و شدن انتخاب زیرا نیست؛ دست یابی قابل نیز حالت این بود. خواهند −۱ یال ͷی

رسید. حالت این به ͬ توان نم ͬ کنیم م مشاهده و ͬ شود م
٢ برابر پاسخ پس باشیم. داشته −۱ یال ٢ حداکثر که کرد کاری ͬ توان م اولیه مقداردهͬ هر ازای به طرفͬ از

است.
□

هستند؟ درست زیر گزاره های کدام ١٨

دورها، از مجموعه ای (به نیست کم تر یال مجزا دورهای تعداد بیشینه ی از گراف هر در h مقدار الف) •
باشد). آمده مجموعه آن دورهای از ͬͺی حداکثر در گراف از یال هر اگر ͬ گوییم م یال مجزا دورهای

نیست. بیش تر یال مجزا دورهای تعداد بیشینه ی از گراف هر در h مقدار ب) •
باشد، مؤلفه k دارای G اگر .f(G) = ۰ که باشد اولیه مقداردهͬ ͷی با گراف ͷی G کنید فرض ج) •
۱ یال ها تمام روی عدد انتها در و نشود یا شود انتخاب رأس هر آن در که دارد وجود روش ۲k دقیقن

شوند.

ج و ب و الف (۵ ج و ب (۴ الف (۳ ج و الف (۲ ب و الف (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

است. متناقض آمده قبلͬ سوال در که مثالͬ با ب گزاره ی
□ هستند. درست ج و الف گزاره های

آن هاست. بین مسیر کوتاه ترین طول گراف، در رأس دو بین فاصله ی از منظور باشد. ساده گراف ͷیG کنید فرض
قطر ناهم بند، گراف ͷی در کنید توجه رأس هاست. میان دوبه دوی فاصله ی بیشینه ی گراف، ͷی قطر از منظور

١ سؤال: دفترچه ی کد ٩ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

به هم چنین شود. زیاد گراف قطر آن، از یال هر حذف با اگر گوییم، بحرانͬ قطر گراف ͷی به است. ∞ گراف
شود. کم گراف قطر همسایه، غیر رأس دو هر بین یال کردن اضافه با اگر گوییم، معکوس بحرانͬ قطر گراف ͷی

دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

یͷ ریخت را گراف (دو باشند. نایͷ ریخت دوبه دو و بحرانͬ قطر که بیابید را یالͬ ۶ و رأسͬ ۶ گراف های تعداد ١٩
ساخت) دومͬ گراف با برابر گرافͬ اولͬ، رأس های مجدّد نام گذاری با بتوان اگر ͬ نامیم م

۴ (۵ ۳ (۴ ۵ (۳ ۲ (۲ ۶ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

اندازه ی اساس بر که کافیست شده. اضافه آن به یال ͷی که است درختͬ نتیجه در و است همبند گرافͬ چنین
به دور ͬͺی) داشت خواهند را ویژگͬ این گراف ٣ صورت این در کنیم. تقسیم را مسئله است گراف در که دوری
□ .(٣ طول به دوری دیͽری و ۵ طول به دور ͬͺی ،۶ طول

باشند. نایͷ ریخت دوبه دو و معکوس بحرانͬ قطر که بیابید را رأسͬ ٧ غیرکامل هم بندِ گراف های تعداد ٢٠

۷ (۵ ۱۰ (۴ ۱۱ (۳ ۸ (۲ ۹ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

تقسیم بندی راس دو از فاصله براساس را راس ها اگر صورت این در بͽیریم. نظر در را گراف فعلͬ قطر که کافیست
کم گراف قطر یال کردن اضافه با صورت این غیر (در دهند تشͺیل را کامل گرافͬ باید هم فاصله راس های کنیم،
و اول بخش های که است این ͬ مانده باق نکته تنها هست. یال مجاور بخش دو رئوس تمامͬ بین و شد) نخواهد
در راسͬ و آنها از ͬͺی بین یالͬ کردن اضافه با صورت این غیر (در هستند راس ͷی شامل تنها قطر) سر (دو آخر

یافت). نخواهد افزایش گراف قطر قطر، از دو فاصله ی
شمارشͬ با که شود تعیین یͺتا بصورت گراف تا کنیم تعیین را بخش هر اعضای تعداد که کافیست تفاسیر این با
□ ͬ آید. م بدست ١٠ عدد ساده

ͬ دهد! م او به دیͽر گرافͬ خروجͬ در و ͬ گیرد م گراف ͷی ورودی عنوان به که دارد دست گاهͬ محسن
است: زیر شرح به دهد انجام ͬ تواند م او دست گاه که کارهایی

کند. اضافه رأس ͷی شده انتخاب مجاور رأس دو ببین •
نماید. متصل شده انتخاب مجاور رأس دو به را جدیدی رأس •

١ سؤال: دفترچه ی کد ١٠ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

ͬ کند م شروع (C۳) مثلث گراف ͷی با که ترتیب این به ͬ کند. م شروع خود دست گاه با خطرناک بازی ͷی محسن
از که موقعͬ هر و ͬ گیرد م نظر در بعد دور برای را خروجͬ گراف و ͬ دهد م دست گاه به را خود گراف بار هر و

ͬ کند. م اعلام بازی نتیجه ی عنوان به را گراف ش شود، خسته بازی

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

باشد؟ خود دست گاه با محسن بازی نتیجه ی ͬ تواند م زیر شͺل های از ͷی کدام ٢١

الف) شͺل

ب) شͺل

ج) شͺل

هیچ کدام (۵ ج (۴ ج و الف (۳ ج و ب (۲ الف (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

□

گراف آن تا شود حذف گراف آن از باید که ͬ گیریم م نظر در رأس هایی تعداد حداقل را گراف ͷی هم بندی عدد ٢٢
نظر در n − ۱ برابر رأسͬ n کامل گراف ͷی برای را هم بندی عدد قراردادی طور به کنید (توجه شود. ناهم بند

ͬ گیریم). م
است؟ چند همبندی عدد بیش ترین باشند، محسن خطرناک بازی نتیجه ی ͬ توانند م که گراف هایی همه ی بین در

شود زیاد ͬ تواند م عددی هر تا (۵ ۵ (۴ ۲ (۳ ۴ (۲ ۳ (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ١١ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

□

کنند. قطع را یͷ دیͽر یال هایش که آن بدون کشید، صفحه در را آن بتوان که ͬ گوییم م گرافͬ به مسطح گراف ٢٣
بر در را گراف اطراف که نامحدودی ناحیه ی از غیر به ͬ شود. م تقسیم ناحیه هایی به صفحه وضعیت، این در
است. محدود ناحیه ی ۴ دارای قبل، سؤال در الف شͺل گراف مثلن ͬ نامند. م محدود را ناحیه ها بقیه ی ͬ گیرد، م

باشند. داشته مشترک مرز هم با یال ͷی در حداقل اگر مجاورند هم با ناحیه دو
محدود ناحیه های کردن رنگ برای لازم رنگ های تعداد حداقل مسطح، گراف های برای را سطحͬ رنگͬ عدد

نباشند. هم رنگ مجاوری محدود ناحیه ی دو هیچ که طوری به ͬ کنیم؛ م تعریف گراف
چند سطحͬ رنگͬ عدد بیش ترین باشند، محسن خطرناک بازی نتیجه ی ͬ توانند م که گراف هایی همه ی بین در

است؟

۳ (۵ ۵ (۴ باشد خطرناک بازی این نتیجه ی نامسطح گرافͬ است ممͺن (۳ ۲ (۲ ۴ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

□

سوزان آفتاب در نفر پنج این است. ۵ تا ١ شماره های با ماهر پلیس پنج شامل سلطان مخفͬ پلیس تیم اعضای
رنگ سه از ͬͺی افراد، این آفتابی عینک های زده اند. آفتابی عینک ͷی کدام هر و نشسته گرد میز ͷی دور بندر
جسم آن رنگ ترکیب بلͺه ͬ بینند؛ نم واقعͬ رنگ به را اجسام افراد، این که است طبیعͬ دارد. را زرد و آبی قرمز،
و سبز رنگ به را آبی جسم ͷی است، زده چشم به زرد عینک که فردی مثال برای ͬ بینند! م را خود عینک رنگ با
است: زیر جدول مطابق عینک ها با اجسام رنگ ترکیب شیوه ی کنید فرض ͬ بیند. م زرد رنگ به را زرد جسم ͷی

زرد آبی قرمز
نارنجͬ بنفش قرمز قرمز

سبز آبی بنفش آبی
زرد سبز نارنجͬ زرد

داشته زرد عینک B پلیس و قرمز عینک A پلیس اگر مثال برای پس است. صادق هم عینک ها برای قاعده این
است! نارنجͬ B عینک رنگ ͬ کند م تصو̰ر B به کردن نگاه با A باشد،

دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

از ͷی هر ͬ شود. م خود پلیس های احوال جویای است، دیͽر مأموریتͬ انجام حال در دور کویری در که سلطان ٢۴
مثال برای ͬ گوید. م ͬ بیند، م پلیس ها بقیه ی عینک میان در که را رنگ هایی مجموعه ی خود، گزارش در پلیس ها
به خود پیام در ٢ شماره پلیس باشند. داشته زرد و زرد آبی، قرمز، قرمز، عینک های ترتیب به پلیس ها کنید فرض

ͬ گوید: م سلطان
نارنجͬ و بنفش قرمز، رنگ های دیͽر، پلیس های عینک های در من هستم. ٢ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود

ͬ بینم.» م را
چیست. پلیس هر عینک رنگ اکنون دهد تشخیص ͬ خواهد م و کرده دریافت را پلیس ها تمام پیام سلطان حال
حالت ۳۵ از حالت چند ازای به است. آبی یا زرد یا قرمز پلیس، هر عینک رنگ ͬ داند م سلطان که کنید توجه

١ سؤال: دفترچه ی کد ١٢ ١٣٩۵/٢/٧
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پلیس هر عینک رنگ بفهمد ͬ تواند م یͷ تا طور به گزارش ها دریافت از پس سلطان پلیس ها)، عینک رنگ (برای
چیست؟

۱۵۳ (۵ ۱۵۰ (۴ ۱۸۳ (۳ ۲۴۳ (۲ ۲۱۳ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

دو اگر هم چنین است. رنگ همان به نیز او خود عینک باشد، قرمز) (مثلن اصلͬ رنگ ͷی پلیس، ͷی پیام در اگر
پلیس ͷی رنگ صورت هر در پس ͬ شود. م تعیین یͷ تا او عینک رنگ باشند، پلیس ͷی پیام در اصلͬ غیر رنگ
این در باشد. پیام ش در اصلͬ غیر رنگ ͷی فقط که حالتͬ در مͽر ͬ شود، م تعیین یͷ تا طور به پیام ش روی از
پلیس این رنگ دیͽر، پلیس ۴ رنگ تعیین با دیͽر. رنگͬ به او و باشند رنگ ͷی به باید دیͽر پلیس ۴ نیز حالت
□ برسد. هدف ش به ͬ تواند م سلطان صورت هر در پس شد. خواهد مشخص نیز

آن عینک رنگ که ͬ دهد م پیام سلطان به و کرده انتخاب را دیͽر پلیس ͷی پلیس، هر پیام رسانͬ، جدید نوع در ٢۵
باشد. زرد و زرد آبی، قرمز، قرمز، ترتیب به پلیس ها عینک رنگ کنید فرض مثال برای ͬ بیند. م چͽونه را پلیس

باشد: زیر شͺل به ͬ تواند م پلیس ها پیام های

ͬ بینم.» م نارنجͬ را ۵ شماره پلیس عینک من هستم. ١ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •
ͬ بینم.» م قرمز را ١ شماره پلیس عینک من هستم. ٢ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

ͬ بینم.» م بنفش را ١ شماره پلیس عینک من هستم. ٣ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •
ͬ بینم.» م نارنجͬ را ٢ شماره پلیس عینک من هستم. ۴ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

ͬ بینم.» م زرد را ۴ شماره پلیس عینک من هستم. ۵ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

چیست. پلیس هر عینک رنگ اکنون دهد تشخیص ͬ خواهد م و کرده دریافت را پلیس ها تمام پیام سلطان حال
و پلیس ها عینک رنگ برای حالت ۳۵ است. آبی یا زرد یا قرمز پلیس هر عینک رنگ ͬ داند م سلطان کنید توجه
حالت چند در حالت، ۳۵ × ۴۵ این از بفرستد. را کسͬ چه عینک رنگ پلیس، هر که داریم این برای حالت ۴۵

دهد؟ تشخیص را پلیس ها عینک رنگ ͬ تواند نم یͷ تا طور به سلطان

۱۷۷۶۰ (۵ ۰ (۴ ۱۳۶۸۰ (۳ ۱۸۸۴۰ (۲ ۷۲۰ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

کرده اعلام c رنگ به را j پلیس عینک i پلیس اگر و باشند پلیس ها با متناظر آن رأس های که ͬ سازیم م گراف ͷی
ͬ کشیم. م j به i از c رنگ به جهت دار یال ͷی باشد،

را i پلیس عینک نیز j پلیس ببیند، c رنگ به را j پلیس عینک ،i پلیس اگر زیرا ͬ داریم؛ برم را یال ها جهت  ابتدا
ͬ بیند. م رنگ همان به

هم سایه های عینک رنگ آن، رئوس از ͬͺی عینک رنگ شدن مشخص با بͽیرید. نظر در گراف این در مؤلفه ͷی
عینک باشیم، داشته اصلͬ رنگͬ به یال ͷی اگر شد. خواهد مشخص مؤلفه رئوس بقیه ی ترتیب همین به و آن
متفاوت اصلͬ غیر رنگ دو که باشیم داشته مشترک رأس با یال دو هم اگر است. یال خود رنگ به یال آن سر دو
مشخص عینک ها رنگ که حالتͬ تنها پس شد. خواهد مشخص مشترک شان رأس عینک رنگ باشند، داشته را
ͷی شامل یال هر و باشند اصلͬ رنگ دو شامل رأس های ش که باشیم داشته مؤلفه ای که است حالتͬ ͬ شود، نم
ͷی دقیقن و است یال k شامل گراف این k‐رأسͬ مؤلفه ی هر طرفͬ از باشد. رنگ دو این از ͷی هر از رأس
به پاسخ حالت بندی، با که باشد ۴ یا ٢ طول به ͬ تواند م تنها پس باشد. فرد طول به ͬ تواند نم دور این دارد. دور
□ ͬ آید. م دست

١ سؤال: دفترچه ی کد ١٣ ١٣٩۵/٢/٧
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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله

امتیاز ١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده! درخت

طوری کرده؛ رنگ سفید و سیاه رنگ دو از ͳ΋ی با را درخت این رأس هر او .(n ≥ ٣) دارد ͳرأس n درخت Έی پیام

حسام است. شده سیاه رأس های تعداد از بیش تر سفید رأس های تعداد هم چنین و شده اند ناهم رنگ مجاور رأس دو هر که

حسام نباشد. ٠ برابر سفید رأس Έی حداقل عدد که طوری بنویسد؛ را −١,٠,١ اعداد از ͳ΋ی سفید، رأس هر روی باید

اگر مثال برای شود. ٠ برابر آن هم سایه های اعداد مجموع سیاه، رأس هر ازای به که دهد انجام را کار این طوری باید

ͳل΋ش هر به پیام درخت کنید ثابت دهد. انجام (٢) ش΋ل مانند را کارش مͳ تواند حسام باشد، (١) ش΋ل به پیام درخت

بود. خواهد شده، گفته کارهای انجام به قادر حسام باشد، که

..

١

.
−١

.

١

.
٠

(٢) ش΋ل

.

(١) ش΋ل

امتیاز ٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مش΋وک! دست کش های

ͳطبیع عدد Έی حسام و پیام دارد. خود چپ دست در قرمز دست کش Έی و راست دست در آبی دست کش Έی حسام

در بفهمد. را k باید پیام و باشد ١ ≤ k ≤ n که برمͳ گزیند k ͳطبیع عدد Έی حسام سپس n)؛ ≥ ٢) مͳ کنند انتخاب n

بپرسد: حسام از را زیر پرسش دو از ͳ΋ی مͳ تواند پیام مرحله هر

است؟ ͳرنگ چه تو راست دست دست کش •

است؟ ͳرنگ چه تو چپ دست دست کش •

١,٢, . . . ,q شماره های با ترتیب به را پیام پرسش های مͳ گوید. را «آبی» یا «قرمز» ΁پاس دو از ͳ΋ی پرسش، هر در حسام

مͳ دهد دل خواه طور به را پیام نخست پرسش k ΁پاس او که است صورت این به حسام پاس΁ گویی روش کنید. شماره گذاری

مͳ دهد. را i− k شماره ی پرسش درست ΁پاس ،i شماره ی پرسش ΁پاس در ،i > k هر ازای به سپس راست)؛ یا (دروغ

پاس΁ گویی برای شده ای تعیین پیش از روش هیچ حسام و مͳ شود داده دل خواه صورت به نخست پرسش k ΁پاس کنید توجه

ندارد. آن به

١٣٩۵ اردیبهشت ٨ دوم: روز ١ ایران کامپیوتر المپیاد ͳمل کمیته ی



'

&

$

%

ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله

با و نمͳ داند را k امˈا است؛ گاه آ حسام پاس΁ گویی روش از هم چنین و مͳ بیند را حسام دست کش های پیام کنید توجه

بفهمد، را k ͳتضمین طور به تا بپرسد باید پیام که پرسش هایی تعداد کمینه ی بفهمد. را آن باید حسام پاس΁ های به توجه

بیابید. n حسب بر را ΁پاس چیست؟

امتیاز ٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مش΋وک! پارکینگ های

n دارای پارکینگ این است. کرده واگذار حسام، و پیام به را آن مدیریت که دارد پارکینگ Έی خود شرکت در آرمان

صورت به n عدد مͳ دانیم دارد. ١,٢, . . . ,n شماره های با کارمند n نیز، شرکت است. ١,٢, . . . ,n شماره های با جای گاه

مͳ کنند: عمل زیر الΎوریتم طبق اتومبیل های شان کردن پارک برای حسام دستور طبق کارمند ها این روز هر است. ٢k+١

در و … و ٢ شماره کارمند سپس ،١ شماره کارمند ابتدا ͳیعن مͳ کنند؛ پارک شماره  ترتیب به کارمندها

بنابراین هستند! تنبل البته و تنّوع طلب عجیبی طرز به بازار کارمندهای مͳ کند. پارک n شماره کارمند انتها

است، رفته آن ها در کم تر تاکنون که را ͳخال جای گاه های مجموعه ی کردن، پارک هنگام در کارمند هر

دارد. را شماره کم ترین که مͳ کند انتخاب را ͳجای گاه آن ها میان در و مͳ گیرد نظر در

مͳ کنند: پارک جای گاه ها در زیر ترتیب به نخست روز سه در کارمندان باشد، n = ٣ اگر مثال برای

..

١ جای گاه

.

٢ جای گاه

.

٣ جای گاه

.

سوم روز

.

دوم روز

.

ی΋م روز

.

٣ کارمند

.

٢ کارمند

.

١ کارمند

.

٣ کارمند

.

١ کارمند

.

٢ کارمند

.

١ کارمند

.

٣ کارمند

.

٢ کارمند

مثال برای مͳ گوییم! منظّم روزهای باشد، یΈ سان اتومبیل شان جای گاه شماره ی با کارمندان تمام شماره ی روزهایی به

روز مͳ دهد، رخ دیΎر منظّم روز Έی که باری نخستین ی΋م، روز از بعد کنید ثابت است. منظّم روز Έی ی΋م روز

است. n(n−١)+١

امتیاز ٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !ͳقهرمان بازی

Έی گراف، در ͳهمیلتون دور Έی از منظور مͳ کنند. بازی آن با و دارند ͳرأس n کامل گراف Έی علͳ رضا و فرهاد

تعدادی فرهاد سپس مͳ کند. رنگ آبی و قرمز رنگ دو از ͳ΋ی با را گراف یال هر علͳ رضا ابتدا در است. n طول به دور

رنگ تغییر و گراف از ͳهمیلتون دور Έی کردن انتخاب شامل تعویض عمل هر مͳ دهد. انجام تعویض عمل ͳمتناه

گراف اولیه ی رنگ آمیزی بازی، در علͳ رضا نقش تنها کنید توجه است. بالعکس) و آبی به قرمز (از دور آن یال های تمام
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آبی یال های تعداد مͳ خواهد علͳ رضا و شود کمینه گراف آبی یال های تعداد مͳ خواهد هوشمندی کمال در فرهاد است.

شود. بیشینه گراف

امتیاز) ١۵) داشت؟ خواهیم آبی یال چند انتها در کنند، بازی بهینه طور به نفر دو هر و باشد فرد n اگر آ)

امتیاز) ٢١) داشت؟ خواهیم آبی یال چند انتها در کنند، بازی بهینه طور به  نفر دو هر و باشد زوج n اگر ب)

بیابید. n حسب بر را ΁پاس

ͳصورت در سوال، قسمت دو از Έی هر در باشد. A برابر n حسب بر شما توسط آمده دست به ΁پاس کنید فرض توجه:

مورد در را زیر مورد دو باید سوال، قسمت دو از Έی هر در هم چنین نمͳ گیرد. تعلّق شما به امتیازی باشد، نادرست A که

کنید: اثبات آمده دست به عدد

داشت. خواهیم آبی یال A حداقل انتها در که دارد رنگ آمیزی برای ͳروش علͳ رضا .١

داشت. خواهیم آبی یال A حداکثر انتها در علͳ رضا، رنگ آمیزی هر ازای به که دارد ͳروش فرهاد .٢

و ٧ (ب) قسمت در و امتیاز ٩ و ۵ (آ) قسمت در ترتیب به بالا مورد دو و امتیاز Έی تنهایی به A ͳدرست قسمت هر در

دارند. امتیاز ١۴
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امتیاز ١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده! درخت

مم΋ن حالت تنها مͳ گیریم. نظر در را n = ۴ و n = ٣ استقرا پایه ی برای مͳ کنیم. ثابت را ح΋م n روی قوی استقرا ی به

دهد: انجام (٢) ش΋ل مانند را کارش مͳ تواند حسام که است (١) ش΋ل ،n = ٣ برای

.. ١−.١

(٢) ش΋ل

.

(١) ش΋ل

دهد: انجام (۴) ش΋ل مانند را کارش مͳ تواند حسام که است (٣) ش΋ل n = ۴ برای نیز مم΋ن حالت تنها

.. ١−.١ .

٠

(۴) ش΋ل

.

(٣) ش΋ل

نظر در ͳرأس n درخت Έی است. برقرار نیز n ازای به ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار < n ازای به ح΋م کنید فرض

داریم: حالت چند کنید. ریشه دار را آن و بΎیرید

−١ دیΎری روی و ١ عدد برگ دو آن از ͳ΋ی روی صورت این در باشیم؛ داشته مشترک پدر با سفید برگ دو •

مͳ شود. انجام حسام کار و برقرار شرایط تمام مͳ گذاریم. ٠ را سفید رأس های بقیه ی عدد و مͳ نویسیم

داریم: حالت دو مͳ نامیم. u را آن و مͳ گیریم نظر در را برگ پایین ترین ندهد، رخ بالا حالت که ͳصورت در •

درخت از (u جمله (از فرزندان ش تمام همراه به را v باشد. u رأس پدر v کنید فرض باشد. سیاه برگ این –

درخت در هم چنین است. بیش تر سفید رأس های تعداد هم چنان باقͳ مانده درخت در مͳ کنیم. حذف

باید سفید رأس دو کم دست بنابراین و است سیاه ͳرأس v پدر زیرا دارد؛ وجود رأس سه حداقل باقͳ مانده

فرض طبق مͳ توانیم و است معتبر درخت Έی باقͳ مانده درخت پس باشند. موجود باقͳ مانده درخت در

حسام کار و برقرار شرایط تمام مͳ گذاریم. صفر را v عدد حال کنیم. عددگذاری معتبر طور به را آن استقرا

مͳ شود. انجام

ندارد. دیΎری فرزند v باشد. v مانند سیاه رأس Έی u پدر کنید فرض صورت این در باشد. سفید برگ این –

مͳ توان استقرا فرض طبق و مͳ آید دست به معتبر ͳرأس n−٢ درخت Έی مͳ کنیم. حذف درخت از را u,v
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x برابر است)، سفید ͳرأس (که v رأس پدر عدد کنید فرض حال کرد. عددگذاری معتبر صورت به را آن

مͳ شود. انجام حسام کار و برقرار شرایط تمام مͳ گذاریم. −x برابر را u رأس عدد باشد.

امتیاز ٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مش΋وک! دست کش های

است. n+١ برابر ΁پاس مͳ کنیم ثابت

پیام کنید فرض مͳ کنیم. استفاده خلف برهان از ندارد. پرسش n+١ از کم تر با ͳتضمین ͳروش پیام مͳ کنیم ثابت ابتدا

شده نخست پرسش درست ΁پاس با برابر آخر پرسش برای حسام ΁پاس اگر است. رسیده خود هدف به پرسش m ≤ n با

هر مͳ تواند k مقدار باشد، m ̸= ١ اگر و ١,٢ اعداد از Έی هر مͳ تواند k مقدار باشد، m = ١ اگر صورت این در باشد،

تناقض که دهد تشخیص را k ی΋تا طور به نمͳ تواند پیام پس باشد. دیΎر) اعدادی ͳّحت (و m−١ یا m اعداد از Έی

■ مͳ شود. اثبات ح΋م و است

دست کش رنگ خود نخست پرسش در پیام برسد. خود هدف به پرسش n+١ حداکثر با مͳ تواند پیام مͳ کنیم ثابت حال

پرسش n+١ این از پس مͳ کنیم ادˈعا مͳ پرسد. را او چپ دست دست کش رنگ پرسش ها بقیه ی در و حمید راست دست

مثل عدد دو کم دست ͳیعن نباشد؛ طور این کنید فرض مͳ کنیم. استفاده خلف برهان از مͳ شود. تعیین ی΋تا طور به k

از باشد. p > q کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون باشد. آن ها با برابر مͳ تواند k مقدار که دارند وجود p,q

باید q+٢,q+٣, . . . ,n+١ پرسش های ΁پاس و آبی باید q+١ پرسش ΁پاس پس است، k برای نامزدی q که آن جایی

پس است؛ k برای نامزدی نیز p ͳطرف از .p+١ ≥ q+٢ زیرا است؛ قرمز نیز p+١ پرسش ΁پاس بنابراین باشد؛ قرمز

■ مͳ شود. ثابت ح΋م و است تناقض Έی این باشد. آبی باید p+١ پرسش ΁پاس

امتیاز ٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مش΋وک! پارکینگ های

هر در کارمندها از Έی هر نخست روز n در باشد، ٢q صورت به n اگر مͳ کنیم ثابت n روی ضعیف استقرای به ابتدا

است. ΀واض ح΋م که مͳ گیریم نظر در را n = ١ استقرا پایه ی برای مͳ کنند. پارک بار Έی دقیقن جای گاه ها از Έی

است. درست نیز n = ٢k+١ برای ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. درست n = ٢k برای ح΋م کنید فرض

به و ͳقدیم کارمند های ١,٢, . . . ,٢k کارمند های به است. n = ٢k+١ که باشد کارمند n دارای شرکت کنید فرض

نخست، روز ٢k در مͳ کنیم. تعریف را جدید و ͳقدیم جای گاه های ترتیب همین به مͳ گوییم. جدید کارمندهای دیΎران،

نکرده پارک آن در تاکنون که دارد وجود ͳقدیم جای گاه Έی کم دست کردن، پارک هنگام در ͳقدیم کارمند هر ازای به

باید جدید کارمندهای نتیجه در و مͳ کنند پارک ͳقدیم جای گاه های در ͳقدیم کارمندهای نخست روز ٢k در پس است؛

هر در بار Έی دقیقن ͳقدیم کارمند هر نخست روز ٢k در استقرا فرض طبق بنابراین کنند. پارک جدید جای گاه های در

روز ٢k در مͳ گیرد. قرار جدید جای گاه های از Έی هر در بار Έی دقیقن جدید کارمند هر و ͳقدیم جای گاه های از Έی

پارک آن در تاکنون که دارد وجود جدید جای گاه Έی کم دست کردن، پارک هنگام در ͳقدیم کارمند هر ازای به دیΎر،
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دوم روز ٢k در پس است؛ کرده پارک بار Έی دقیقن ͳقدیم جای گاه های از Έی هر در قبلن ͳطرف از و است نکرده

فرض طبق بنابراین مͳ کنند. پارک ͳقدیم جای گاه های در جدید کارمندهای و جدید جای گاه های در ͳقدیم کارمندهای

ͳقدیم جای گاه هر در جدید کارمند هر و بار Έی دقیقن جدید جای گاه هر در ͳقدیم کارمند هر دوم روز ٢k در استقرا

Έی دقیقن جای گاه ها از Έی هر در کارمندان از Έی هر نخست روز n در ترتیب این به مͳ کند. پارک بار Έی دقیقن

■ مͳ شود. ثابت استقرا ح΋م و مͳ کنند پارک بار

و نخودی را n شماره کارمند باشد. ٢q +١ صورت به n مͳ کنیم فرض و مͳ گیریم نظر در را مسئله ͳاصل ح΋م حال

روزهای در مͳ کنیم ثابت ١ ≤ k ≤ n که k روی قوی استقرای به مͳ نامیم. عادی را کارمندها بقیه ی

(n−١)(k−١)+١,(n−١)(k−١)+٢, . . . ,(n−١)k

جای گاه جز به جای گاه ها از Έی هر در عادی کارمندهای از Έی هر و مͳ کند پارک n−k+١ جای گاه در نخودی کارمند

مͳ کنند. پارک بار Έی دقیقن n− k+١

دست عادی کارمندهای از Έی هر ازای به ١,٢, . . . ,n−١ روزهای در بΎیرید. نظر در را k = ١ استقرا پایه ی برای

نخست روز n−١ در بنابراین است. نکرده پارک آن در تاکنون که دارد وجود ١,٢, . . . ,n−١ جای گاه های از ͳ΋ی کم

اثبات ح΋م به توجه با مͳ کنند. پارک ١,٢, . . . ,n−١ جای گاه های در عادی وکارمندهای n جای گاه در نخودی کارمند

١,٢, . . . ,n−١ جای گاه های از Έی هر در بار Έی دقیقن ١,٢, . . . ,n−١ کارمندهای از Έی هر نوشته ابتدای در شده

مͳ شود. ثابت استقرا پایه ی و مͳ کنند پارک

روزهای است. برقرار نیز k برای ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار < k برای ح΋م کنید فرض حال

(n−١)(k−١)+١,(n−١)(k−١)+٢, . . . ,(n−١)k

k−١ دقیقن عادی کارمندهای از Έی هر استقرا فرض طبق طلایی روزهای شروع از قبل تا مͳ نامیم. طلایی روزهای را

n−k+٢,n−k+٣, . . . ,n جای گاه های از Έی هر در بار k−٢ دقیقن و ١,٢, . . . ,n−k جای گاه های از Έی هر در بار

ͳجای گاه کردن، پارک هنگام در عادی کارمندهای از Έی هر ازای به طلایی، روزهای از Έی هر در کرده اند. پارک

پارک هنگام در ͳجای گاه چنین و است نکرده پارک آن در طلایی روز هیچ در که دارد وجود n−k+١ جای گاه جز به

کارمندهای و n− k+١ جای گاه در نخودی کارمند طلایی روزهای در پس دارد؛ اولویت n− k+١ جای گاه به کردن

مͳ کنند. پارک دیΎر جای گاه های در عادی

شرکت طلایی روزهای شروع در که بΎیرید نظر در ١,٢, . . . ,n−١ شماره های با جای گاه n−١ با مشابه ͳشرکت حال

جای گاه های اولویت ما، شرکت کارمندان برای مͳ کنیم ادˈعا مͳ شود. تأسیس ما،

n− k+٢,n− k+٣, . . . ,n,١,٢, . . . ,n− k
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جای گاه های اولویت برابر ترتیب به

١,٢, . . . ,n−١

داریم: حالت سه بΎیرید. نظر در ما شرکت در i, j شماره های با جای گاه دو است. تأسیس تازه  شرکت کارمندان برای

جای گاه با اولویت باشیم، کرده پارک بیش تر i جای گاه در تاکنون اگر صورت این در باشد. ١ ≤ i < j ≤ n−k •

متناظر جای گاه های اولویت های نیز تأسیس تازه شرکت در است. i جای گاه با اولویت صورت این غیر در و j

است. صورت همین به (k−١+ i,k−١+ j)

با اولویت باشیم، کرده پارک بیش تر i جای گاه در تاکنون اگر صورت این در باشد. n− k+٢ ≤ i < j ≤ n •

جای گاه های اولویت های نیز تأسیس تازه شرکت در است. i جای گاه با اولویت صورت این غیر در و j جای گاه

است. صورت همین به
(
i− (n− k+١), j− (n− k+١)

)
متناظر

با اولویت باشیم کرده پارک بیش تر i جای گاه در تاکنون اگر صورت این در باشد. ١ ≤ i ≤ n− k < j ≤ n •

متناظر جای گاه های اولویت نیز تأسیس تازه شرکت در است. i جای گاه با اولویت صورت این غیر در j جای گاه

است. صورت همین به
(
k−١+ i, j− (n+ k−١)

)
در تازه تأسیس شرکت کارمندهای مانند به طلایی روزهای در ما کارمندان و مͳ شود ثابت ما ادˈعای ترتیب این به

به جای گاه ها از Έی هر در کارمند هر نوشته ابتدای در شده ثابت ح΋م طبق که مͳ کنند پارک متناظر جای گاه های

■ مͳ شود. ثابت استقرا ح΋م و مͳ کند پارک بار Έی دقیقن n− k+١ جای گاه جز

نخست روز جز به ͳمنظّم روز ‐ است روز n−١ شامل دور هر که ‐ نخست دور n در بالا اثبات شده ی روند به توجه با

منظّم روزی بعدی روز و است کرده پارک بار n−١ دقیقن جای گاه هر در کس هر دوره n این از پس امˈا نمͳ دهد؛ رخ

مͳ شود. ثابت ح΋م و بود خواهد

امتیاز ٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !ͳقهرمان بازی

است. n
٢ +١ زوج n برای و ⌊ n

٢⌋ فرد n برای ΁پاس مͳ کنیم ثابت

رأس Έی آبی درجه ی ترتیب همین به مͳ کنیم. تعریف آن به متصل قرمز یال های تعداد را رأس Έی قرمز درجه ی

مͳ شود. تعریف

داشت. خواهیم آبی یال شده گفته مقدار به حداقل کند تضمین که مͳ دهیم ارائه علͳ رضا رنگ آمیزی برای ͳروش ابتدا

جفت هر رأس دو بین یال او مͳ کند. افراز جفت ها به را رأس ها بقیه ی و نمͳ گیرد نظر در را رأس Έی علͳ رضا فرد n برای

آبی درجه ی زوجیت تعویض، اعمال ͳط و است فرد رأس هر آبی درجه ی ابتدا در مͳ گذارد. قرمز را یال ها بقیه ی و آبی را

کم دست و بود خواهد فرد رأس ها تمام آبی درجه ی انتها در کند، بازی که طوری هر فرهاد پس نمͳ کند؛ تغییری رأس ها
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داشت. خواهیم آبی یال ⌊ n
٢⌋

جفت هایی به را رأس ها بقیه ی هم چنین او مͳ گذارد. آبی را ٢,٣,۴ رئوس به ١ شماره ی رأس یال علͳ رضا زوج n برای

علاوه تعویض، اعمال ͳط مͳ گذارد. قرمز را یال ها بقیه ی انتها در و مͳ کند آبی را جفت هر رأس دو بین یال و کرده افراز

انتها در کند بازی طوری هر فرهاد بنابراین مͳ ماند. ثابت نیز آبی یال های تعداد زوجیت رئوس، آبی درجه ی زوجیت بر

تعداد زوجیت صورت این در زیرا شود؛ ١ برابر رئوس تمام درجه ی ندارد ام΋ان و بود خواهد فرد رئوس تمام درجه ی

■ داشت. خواهیم آبی یال n
٢ +١ کم دست انتها در پس است. تناقض که است کرده تغییر آبی یال های

که طوری دهد؛ انجام تعویض عمل تعدادی مͳ تواند فرهاد ،C مانند زوج طول به دور هر ازای به مͳ کنیم ثابت اکنون

(C دور (طول k روی ضعیف استقرای به را ح΋م نکند. تغییر دیΎری یال هیچ رنگ امˈا کند؛ تغییر C یال های رنگ

مͳ کنیم. ثابت

دیΎر رئوس تمام از گذرنده مسیری باشد. C = v١v٢v٣v۴v١ کنید فرض بΎیرید. نظر در را k = ۴ استقرا پایه ی برای

روی تعویض عمل دیΎر بار و v۴Pv١v٣v٢v۴ دور روی تعویض عمل با بار Έی مͳ تواند فرهاد بΎیرید. نظر در P مانند

ترتیب این به نکند. تغییر دیΎری یال هیچ رنگ امˈا کند؛ تغییر C یال های رنگ که کند کاری v۴Pv١v٢v٣v۴ دور

مͳ شود. ثابت استقرا پایه ی

را C = v١v٢ . . .vk+٢ دور است. برقرار نیز k+٢ برای ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار k برای ح΋م کنید فرض حال

دهد. تغییر استقرا پایه ی طبق یال ها بقیه ی از مستقل را v١v٢v٣v۴v١ دور یال های رنگ مͳ تواند فرهاد بΎیرید. نظر در

با دهد. تغییر یال ها بقیه ی از مستقل را v٣v۴v۵ . . .vk+٢v٣ دور یال های رنگ مͳ تواند استقرا فرض طبق او هم چنین

■ مͳ شود. ثابت استقرا ح΋م و مͳ کند تغییر یال ها بقیه ی از مستقل C دور یال های رنگ تغییر، دو این

تغییر یال ها بقیه ی از مستقل را ٣ طول به دور Έی یال های رنگ مͳ تواند فرهاد مͳ کنیم ثابت باشد. فرد n کنید فرض حال

مͳ تواند فرهاد باشد. رئوس بقیه ی از گذرنده مسیری P و باشد ٣ طول به دور Έی C = v١v٢v٣v١ کنید فرض دهد.

■ برسد. خود هدف به v١Pv٢v١ زوج طول به دور تغییر با سپس و v١Pv٢v٣v١ ͳهمیلتون دور رنگ تغییر با بار Έی

میزان به حداکثر آبی یال های تعداد که کند بازی طوری اولیه رنگ آمیزی هر ازای به مͳ تواند فرهاد مͳ کنیم ثابت حال

باشد. شده گفته

دو کم دست شامل v بΎیرد. نظر در ١ از بیش تر آبی درجه ی با v رأس Έی لحظه هر در مͳ تواند فرهاد باشد، فرد n اگر

مͳ تواند v,a,b رئوس شامل ٣ طول به دور رنگ تغییر با فرهاد هستند. وصل v به آبی یال با که است a,b مانند هم سایه

حداکثر رأس هر آبی درجه ی که مͳ رسیم ͳوضعیت به بالأخره و است پایان پذیر روند این کند. کم را آبی یال های تعداد

داشت. خواهیم آبی یال ⌊ n
٢⌋ حداکثر ͳشرایط چنین در و است ١

کند: کم را آبی یال های تعداد مͳ تواند زیر، حالت چهار از Έی هر در فرهاد باشد، زوج n اگر
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شامل ۴ طول به دوری یال های رنگ تغییر با فرهاد صورت این در باشیم. داشته سه کم دست طول به آبی مسیری •

مͳ کند. کم را آبی یال های تعداد مسیر، این

با که است a,b,c,d مانند هم سایه  چهار کم دست شامل v باشیم. داشته ٣ از بیش تر آبی درجه ی با v مانند ͳرأس •

شود کم آبی یال های تعداد اگر مͳ دهد. تغییر را vbcav دور یال های رنگ فرهاد ابتدا هستند. وصل v به آبی یال

ͳیال سه مسیر یال های و است نکرده تغییری آبی یال های تعداد صورت این غیر در رسیده ایم؛ خود هدف به که

کرد. کم را آبی یال های تعداد مͳ توان قبل حالت طبق که مͳ شود آبی bavd

از آبی یال های تعداد نداشتیم، دیΎری آبی یال اگر صورت این در باشیم. داشته abca مانند ٣ طول به آبی دوری •

در uv مانند دیΎر آبی یال Έی صورت این غیر در است؛ شده اثبات مسئله ح΋م و نیست بیش تر شود گفته مقدار

کم را آبی یال های تعداد مͳ توان و مͳ آید پیش ی΋م حالت باشد، داشته دور با مشترک رأس uv اگر بΎیرید. نظر

به که شود کم آبی یال های تعداد اگر مͳ دهیم. تغییر را abuva دور یال های رنگ ابتدا صورت این غیر در کرد.

مͳ شود ایجاد سه طول به آبی مسیری و مͳ ماند ثابت آبی یال های تعداد صورت این غیر در رسیده ایم؛ خود هدف

کرد. کم را آبی یال های تعداد مͳ توان ی΋م حالت طبق که (vacb)

ی΋م حالات از ͳ΋ی باشند، داشته آبی یال هم به u,v اگر باشیم. داشته ١ از بیش تر آبی درجه ی با u,v رأس دو •

مانند هم سایه دو کم دست کدام هر v و u صورت این غیر در مͳ رسیم؛ خود هدف به که مͳ آید پیش سوم یا

زوج طول به دور یال های رنگ تغییر با مͳ تواند فرهاد هستند. وصل آن ها به آبی یال با که دارند va,vb و ua,ub

کند. کم را آبی یال های تعداد uuavavvbubu

به توجه با مͳ کند. کم را آبی یال های تعداد دارد، وجود گراف در بالا حالت سه از ͳ΋ی کم دست که ͳزمان تا فرهاد

وضعیت این در باشند. نداشته وجود گراف در بالا حالت سه که مͳ رسیم ͳوضعیت به بالأخره فرآیند، این بودن پایان پذیر

یال های تعداد صورت این در است). ٣ حداکثر نیز آن خود (که باشد ١ از بیش تر مͳ تواند رأس Έی حداکثر آبی درجه ی

■ مͳ شود. اثبات ح΋م و شد خواهد n
٢ +١ حداکثر آبی
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