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سوراخ ها، از يکی دقيقـاً لحظه هر در است. ۳×۳ جدول يک شکل به سوراخ ۹ شامل هوشمند قفـلی :۱ سوال
می شود باز قفـل کنيم، وارد فعال سوراخ در را کليد اگر است. «فعال» شود، ديده قفـل ظاهر در اين که بدون

می شود: فعال ديگری سوراخ زير قواعد طبق کنيم، وارد ديگر سوراخی در را کليد اگر و
سوراخ باشند، سطر يک در فعال سوراخ و انتخابی سوراخ اگر •
با و است سطر آن در که (سوراخی می شود فعال سطر همان سوم

است). متفـاوت دو آن

باشند، ستون يک در فعال سوراخ و انتخابی سوراخ اگر •
می شود. فعال ستون همان سوم سوراخ

که دارد وجود ديگر سوراخ يک دقيقـاً صورت، دو اين غير در •
است؛ فعال سوراخ و انتخابی سوراخ با هم ستون نه و هم سطر نه

می شود. فعال سوراخ همان

۹ از يک هر در را کليد بار هر می تواند او کند. باز را قفـل می خواهد می داند، را قفـل قواعد که هوشنگ،
راه برد يک با می تواند هوشنگ دهيد نشان کند. وارد است) کرده امتحان قبلاً که سوراخ هايی (حتی سوراخ
دفعاتی تعداد کم ترين کند. باز را قفـل حتماً است، بوده فعال سوراخ کدام ابتدا در که اين از صرف نظر مناسب،

است؟ چند شود تضمين قفـل شدن باز تا کند سوراخ ها وارد را کليد است لازم که
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

است. ۹ عدد پاسخ راه حل:

۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۹

ارائه ی با سپس و است نياز قفـل بازکردن برای مرحله ۹ حداقـل که می دهيم نشان ابتدا
هر در است. امکان پذير عمليات تعداد اين با قفـل کردن باز می دهيم نشان الگوريتمی
است، غيرفعال آن ها سوراخ لحظه آن در می دانيم که جدول از خانه هايی به لحظه،

می کنيم. شماره گذاری شکل مانند را جدول خانه های می گوييم. امن» «خانه ی

افزايش واحد يک حداکثر عمليات، هر انجام از بعد و است صفر برابر ابتدا در امن خانه های تعداد . ادعا
می يابد.

را کليد کنيد فرض هستند. ناامن خانه ها همه ی نداريم، جدول از اطلاعاتی هيچ ابتدا در که آنجايی از اثبات.
می کنيم تعريف خانه ای را i به نسبت x متناظر» «خانه ی ،x 6= i خانه ی هر برای کرده ايم. وارد i خانه ی در

شد. خواهد فعال اکنون سوال، قواعد طبق باشد، بوده فعال x مرحله اين از پيش اگر که
اين متناظرِ خانه ی عمليات، انجام از پس باشد. بوده امن کليد کردن وارد از قبل j 6= i خانه ی کنيد فرض
فرض با که بوده فعال قبل مرحله ی در j که است معنی اين به باشد، شده فعال اگر زيرا می شود؛ امن خانه
امن خانه ی يک پيشين، امنِ خانه ی هر با متناظر کليد، کردن وارد از بعد پس است. تناقض در آن بودن امن
مرحله هر در امن خانه های تعداد ،i خانه ی احتمالیِ امن شدنِ گرفتن نظر در با بنابراين، داشت. خواهيم
■ می شود. اثبات ادعا و می يابد افزايش واحد يک حداکثر
افزايش يکی حداکثر مرحله هر در آن ها تعداد و باشيم داشته امن خانهٔ ۹ بايد قفـل بازکردن برای که آنجايی از



می کنيم: زير دنباله ی خانه های وارد ترتيب به را کليد حال است. نياز مرحله ۹ حداقـل پس می يابد،

۵→۱→۵→۲→۵→۳→ ۶→۱→۴

نشان را مرحله هر در امن خانه های زير جدول می شود. باز حتماً قفـل کار اين انجام طی می دهيم نشان
آن هم رديف و بعدی ستون در بعد، مرحله ی در آن متناظر امن خانه ی خانه، هر برای که طوری به می دهد؛
باز قفـل و می کنيم است ۴ که ناامن خانه ی تنها وارد را کليد ۹ام، مرحله ی در نهايت در است. شده نوشته

نباشد. عمليات ادامه ی به نيازی و شود باز قفـل است ممکن مرحله هر در که کنيد دقت می شود.

مرحله ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۵ ۹ ۱ ۳ ۷ ۵ ۴ ۷

۱ ۹ ۴ ۶ ۹ ۳ ۲
۵ ۸ ۲ ۱ ۸ ۶

۲ ۸ ۴ ۵ ۹
۵ ۷ ۲ ۳

۳ ۹ ۵
۶ ۸

۱



است: زير شرايط دارای ۱۴۰۵ از بزرگ تر طبيعی اعداد از x۱, x۲, · · · , x۱۰۰ دنبالهٔ :۲ سوال

.x۵۰ > x۵۱ و xi ≥ xi+۱ داريم ۱≤ i ≤۹۹ هر برای •

.
[

xi+x j+xk

۳
]
=

[ ۳pxi x j xk

]
داريم ،۱≤ i < j < k ≤۱۰۰ هر برای •

. ۳px۱− ۳px۱۰۰ < ۱
۵ دهيد نشان

است.) x مساوی يا کوچکتر صحيح عدد بزرگترين نشان دهنده [x] (نماد
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

راه حل:
. xi = x j = xk آن گاه ، ۳|xi +x j +xk بدانيم ۱≤ i < j < k ≤۱۰۰ انديس سه برای ا.گر لم

است، برابر خودش با آن صحيح جزء و است طبيعی عددی xi+x j+xk

۳ فرض، به توجه با که کنيد دقت اثبات.
بنابراين:

۳√xi x j xk ≤ xi +x j +xk

۳ = [
xi +x j +xk

۳ ] = [ ۳√xi x j xk ] ≤ ۳√xi x j xk

نتيجه: در و
xi +x j +xk

۳ = ۳√xi x j xk

بنابراين و است شده برقرار xi , x j , xk عدد سه برای هندسی حسابی نابرابری تساوی حالت يعنی اين که
■ . xi = x j = xk

دهيد: قرار ، i = ۰,۱,۲ برای حال

Mi = {t ∈ {۱,۲, . . . ,۱۰۰}|xt
۳≡ i }, Xi = {xt |t ∈ Mi }.

گرفتن نظر در با باشند، ناتهی M۰, M۱, M۲ مجموعهٔ سه هر اگر

m۰ ∈ M۰,m۱ ∈ M۱,m۲ ∈ M۲

داريم:
xm۰ +xm۱ +xm۲

۳≡ ۰+۱+۲ ۳≡ ۰
باشند. برابر نمی توانند و متمايزند ۳ پيمانهٔ به عدد سه اين اما برابرند هم با xm۰ , xm۱ , xm۲ لم طبق بنابراين
سه حداقـل Mi مانند مجموعه ها اين از يک هر اگر هم چنين است. تهی مجموعه سه اين از يکی حداقـل پس

داريم: m,n, p مانند مجموعه اين از متمايز عضو سه هر گرفتن نظر در با باشد عضوی

xm +xn +xp
۳≡۳i

۳≡ ۰

و موضوع اين به توجه با است. عضوی تک Xi يعنی اين و باشند برابر بايد xm , xn , xp لم طبق بنابراين و
Mi می گيريم نتيجه متمايزند، {x۵۱, x۵۲, . . . , x۱۰۰} اعضای همهٔ با همگی {x۱, x۲, . . . , x۵۰} اعضای که آنجا از



تهی نيز آن ها از يکی و هستند {۱,۲, . . . ,۱۰۰} مجموعهٔ از افرازی M۰, M۱, M۲ اما است. عضوی پنجاه حداکثر
يک هر نتيجه در و هستند عضوی پنجاه حداکثر نيز يک هر و دارند عضو صد هم روی ديگر دوتای پس است،

که: دارند وجود u
۳≡ l , v

۳≡ t طبيعی اعداد و متمايز l , t ∈ {۰,۱,۲} پس دارند. عضو پنجاه دقيقـاً

Ml = {۱,۲, . . . ,۵۰}, Mt = {۵۱,۵۲, . . . ,۱۰۰}

و
x۱ = x۲ = ·· · = x۵۰ = u, x۵۱ = x۵۲ = ·· · = x۱۰۰ = v.

به آنها از يکی پس هستند ناصفر و متمايز ۳ پيمانهٌ به نيز ۲u+v,۲v+u متمايزند، ۳ پيمانهٔ به u, v که آنجا از
باشد ۲v +u

۳≡۱ که باشد(حالتی ۲u+v
۳≡۱ کنيد فرض است. ۲ هم نهشت ديگری و ۱ هم نهشت ۳ پيمانهٔ

u, v >۱۴۰۵ که کنيد (توجه داريم: مسئله صورت در i =۱, j =۲,k =۱۰۰ دادن قرار با است) مشابه کاملاً
( ۳pu, ۳pv >۱۱ بنابراين و

۲u + v −۱
۳ = [

۲u + v

۳ ] = [
۳√

u۲v] ≤ ۳√
u۲v ⇒۲u + v −۳ ۳√

u۲v ≤۱

⇒ ( ۳pv − ۳pu)۲(۲ ۳pu + ۳pv) ≤۱⇒ ( ۳pv − ۳pu)۲ ≤ ۱
۲ ۳pu + ۳pv

< ۱
۳۳

۳px۱۰۰− ۳px۱ = ۳pv − ۳pu <
√

۱
۳۳ < ۱

۵ .



دايره مرکز Ia است. مفروض O محيطی دايره مرکز با ABC حادة الزاويهٔ و مختلف الاضلاع مثلث :۳ سوال
IaBC محيطی دايره روی T نقطهٔ می کند. قطع K در را BC ،AIa خط است. A رأس نظير خارجی محاطی
AT Ia مثلث محيطی دايره به AO کنيد ثابت است. BC روی T K Ia محيطی دايره مرکز که دارد قرار طوری

است. مماس
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

.AC > AB کنيد فرض مسئله کليت از کم شدن بدون حل: راه
.∠AT Ia =۱۸۰◦− (∠B

۲ − ∠C
۲ ) دهيم: نشان کافيست حکم اثبات برای .۱ ادعا

می دانيم: اثبات.
∠O AIa = ∠O AB −∠Ia AB

= ۹۰◦−∠C − ∠A
۲

= ۹۰◦− ∠A
۲ − ∠C

۲ − ∠C
۲

= ∠B
۲ − ∠C

۲

معادلاً: يا ∠O AIa = �AT Ia۲ دهيم نشان بايد حکم اثبات برای و

۱۸۰◦−∠O AIa =۱۸۰◦− �AT Ia

۲ ⇔۱۸۰◦− (
∠B

۲ − ∠C

۲ ) =∠AT Ia

■ می شود. اثبات اول ادعای و

دايره با T K دوم تقـاطع D و ABC محيطی دايره با AI تقـاطع M ،ABC مثلث داخلی محاطی دايره مرکز I

می کند. قطع L در دوم بار برای را BC ،T K Ia محيطی دايره است. BC Ia محيطی
است. BC موازی D Ia .۲ ادعا

داريم: دارد، قرار BC روی T K Ia محيطی دايره مرکز که آنجايی از اثبات.

∠K T Ia =∠K LIa = ۹۰◦−∠C K Ia

= ۹۰◦− (∠A
۲ +∠C )

= ∠B
۲ − ∠C

۲
= ۹۰◦− ∠C

۲ − (۹۰◦− ∠B
۲ )

= ∠BC Ia −∠C B Ia

می شود. اثبات نيز دوم ادعای و D Ia ∥ BC پس
■

و ABC محيطی دواير در K نقطهٔ قوت به توجه با و دارند قرار M مرکز به دايره روی B IC Ia نقـاط می دانيم
داريم: BC Ia

K M ×K A = K B ×KC = K D ×K T



.∠AT D =∠AMD نتيجه در و است محاطی AT MD چهارضلعی پس
داريم: آمده دست به نتايج از استفـاده با

∠AT Ia = ∠AT D +∠DT Ia

= ∠AMD + ∠DM Ia۲
= ۱۸۰◦− ∠DM Ia۲
= ۱۸۰◦− (∠B

۲ − ∠C
۲ )

BC Ia محيطی دايره مرکز M اينکه و D Ia ,BC توازی از آخر تساوی دو که کنيد (دقت است تمام اثبات و
می شوند). نتيجه است

A

B C

O

I

K

IaD

M

L

T



BC ضلع ∠C D A زاويهٔ نيمساز است. مفروض ∠B =∠A+∠C شرط با ABC D محدب چهارضلعی :۴ سوال
دهيد نشان است. BE وسط M و AD به E عمود پای H .∠AED = ۹۰◦ می دانيم و می کند قطع E در را

است. محاطی C D H M چهارضلعی
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

داريم: ∠B =∠A+∠C و ∠A+∠B +∠C +∠D =۳۶۰◦ که آنجايی از اول: حل راه

۲∠B +∠D =۳۶۰◦ ⇒∠B =۱۸۰◦− ∠D

۲ =۱۸۰◦−∠ED A

محيطی دايره مرکز که AD وسط .∠ABD = ∠AED = ۹۰◦ و است محاطی BED A چهارضلعی نتيجه در
OH ME چهارضلعی نتيجه در و OM ⊥ ME پس است BE وسط M چون می ناميم. O را است BED A

داريم: همچنين است. محاطی

∠AOE =۲×∠ADE =∠ADC ⇒ EO ∥ DC

است. محاطی نيز C D H M چهارضلعی پس

A

B

C

DH

E

M

O



می ناميم. E ′ را AD به نسبت E قرينهٔ است. محاطی BED A چهارضلعی می دانيم اول حل از دوم: حل راه
همچنين است. محاطی نيز ABEDE ′ نتيجه در و AEDE ′ چهارضلعی پس ،∠AED =∠AE ′D =۹۰◦ داريم

داريم: و M H ∥ BE ′ پس هستند، E ′E و BE اضلاع اوساط ترتيب به H و M

∠H MC =∠H ME = ∠E ′BE

= ۱۸۰◦−∠EDE ′

= ۱۸۰◦−∠HDC

می شود. اثبات حکم و است محاطی C D H M می دهد نشان که

A

B

C

DH

E

M

E′



k مثبت و صحيح مقسوم عليه های تعداد نشان دهندۀ d(k) ،k طبيعی عدد هر برای کنيد فرض :۵ سوال
هر برای که طوری به ندارد وجود مثبت و صحيح اعداد از a۱, a۲, a۳, · · · نامتناهی دنبالهٔ کنيد ثابت باشد.

باشيم: داشته i < j

d(ai +a j ) = i + j

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
d(ai +a j ) مسئله، شرايط به توجه با باشد، زوج عددی j و فرد عددی i اگر که کنيد توجه ابتدا حل: راه
کراندار a۱, a۳, a۵, . . . دنبالهٔ اگر که کنيد دقت حال باشد. کامل مربع بايد ai +a j بنابراين و است فرد عددی

دنبالهٔ نتيجه در و a۱+a۳, a۱+a۵, . . . دنبالهٔ باشد،

d(a۱+a۳) =۴,d(a۱+a۵) = ۶, . . .

است. بی کران نيز a۲, a۴, a۶, . . . دنبالهٔ مشابه طور به نيست. اين گونه وضوح به که باشند کراندار بايد نيز
دنباله های گفتيم، آنچه به توجه با و باشند {a۱, a۳, a۵, . . . } مجموعهٔ از متمايز عضو دو m > n کنيد فرض حال

و bk > ck طبيعی، k هر برای که دارند وجود c۱,c۲,c۳, . . . و b۱,b۲,b۳, . . . بی کران

m +a۲k = b۲
k , n +a۲k = c۲

k

داشت: خواهيم نهايت در

m −n = b۲
k − c۲

k ≥ b۲
k − (bk −۱)۲ =۲bk −۱

است. تناقض در b۱,b۲,b۳, . . . دنبالهٔ بودن بی کران با که



تعداد اگر دهيد نشان دارد. وجود جداگانه جاده ای روستا دو هر بين و دارد روستا تعدادی شکرستان :۶ سوال
از بازديدی به زير ضوابط طبق را روستا هر کدخدای می تواند شکرستان حاکم باشد، تا ۳ از بيش تر روستاها

بفرستد. خودش، روستای از غير روستاها، همهٔ

نقطه همان به گذشت بار يک دقيقـاً روستاها بقيه از اين که از بعد و کند شروع روستايی از کدخدا هر •
برگردد. شروع

کنند. طی کدخدا دو دقيقـاً را روستا دو هر بين جادۀ •

بسته مسير يک بايد روستا هر کدخدای دارد. ۴ تا ۱ شماره های با روستا ۴ شکرستان کنيد فرض مثال، برای
طی بار دو دقيقـا روستاها بين جادۀ شش هر و نکند بازديد خودش روستای از کند، طی ديگر روستای ۳ بين

شود.

باشد: شکل اين به می تواند روستاها بازديد مسير

۲→۳→۴→۲ :۱ روستای کدخدای •

۱→۳→۴→۱ :۲ روستای کدخدای •

۱→۲→۴→۱ :۳ روستای کدخدای •

۱→۲→۳→۱ :۴ روستای کدخدای •

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
و «رأس» يک را روستا هر که شکل اين به می کنيم؛ مدل سازی گراف يک از استفـاده با را مسئله حل: راه
يک با دارد، وجود جاده ای روستا دو هر بين که آنجا از می گيريم. نظر در «يال» يک را روستا دو بين جادهٔ

هستيم. روبه رو Kn کامل گراف
مجموعهٔ پس می کنيم. نام گذاری s نماد با را دلخواه رأس يک و ۰,۱, . . . ,n−۲ اعداد از يکی با را گراف رأس هر

صورت به را رئوس
{s}∪V , V = {۰,۱, . . . ,n −۲}

می دهيم. انجام n −۱ پيمانهٔ به را ۰,۱, . . . ,n −۲ اعداد روی محاسبات می گيريم. نظر در
بگذرد؛ يک بار دقيقـاً رئوس بقيهٔ از و نکند عبور رأس آن از که می گيريم نظر در دور يک رأس، هر برای اکنون
رأس هر به طوری که بسازيم، نوع اين از دور n است کافی است. n−۱ برابر دورها اين از يک هر طول بنابراين
شود. پيموده دورها اين ميان در بار دو دقيقـاً گراف يال هر حال عين در و باشد غايب آن ها از يکی در دقيقـاً
می گيرند قرار s حضورِ دو بين که رئوسی می کنيم. تعريف نمی کند عبور ۰ رأس از که را C۰ پايه دور يک ابتدا

می دهيم؛ نشان v۱, v۲, . . . , vn−۲ با را

C۰ : s → v۱ → v۲ →···→ vn−۲ → s.



داريم: آن در که
vi ≡ (−۱)i−۱

⌈
i

۲
⌉

(mod n −۱) (۱≤ i ≤ n −۲).

درمی آيد: زير شکل به v۱ → v۲ →···→ vn−۲ مسير ،n =۱۱ اگر مثال، برای

می کنيم: تعريف زير صورت به s از غير C۰ رئوس دادن «شيفت» با را C j دور ، j ∈V هر برای

C j : s → (v۱+ j ) → (v۲+ j ) →···→ (vn−۲+ j ) → s,

C۰ در زيرا نمی شود، ظاهر j رأس هيچ گاه C j در که است واضح هستند. n −۱ پيمانه ی به جمع ها تمام که
نگاشت V \ { j } روی را رئوس ساير و می فرستد j به را ۰ ،n −۱ پيمانه ی به j افزودن و نشده ظاهر ۰ رأس

می گذرد. j جز به رئوس همه ی از که است دوری C j هر پس می کند.
می کنيم: تعريف زير صورت به نمی کند عبور s رأس از که را Cs دور اکنون

Cs : ۰→۱→۲→···→ n −۲→ ۰.

می کنيم: تقسيم دسته دو به را يال ها می شود. پيموده بار دو دقيقـاً يال هر که می کنيم اثبات حال
s رأس ،Cs دور در هستند. v ∈ V برای sv نوع از يال ها اين می کنيم. بررسی را s به متصل يال های ابتدا
vn−۲ و v۱ رأس دو با دقيقـاً s رأس ،C۰ در نيست. Cs در s به متصل يال هيچ نتيجه در نمی شود؛ ظاهر اصلاً
s(v۱+ j ) صورت به يال دو اين ،C j دور در است. svn−۲ و sv۱ يال دو دقيقـاً شامل C۰ بنابراين است؛ مجاور
و v۱+ j شکل به يک بار دقيقـاً v ∈V رأس هر کند، تغيير V تمام روی j وقتی می شوند. ظاهر s(vn−۲+ j ) و
بنابراين می شود. ظاهر C j نوع از دور دو دقيقـاً در sv يال هر پس می آيد. دست به vn−۲+ j شکل به يک بار

می شود. پيموده بار دو دقيقـاً ،s به متصل يال هر
صورت به را يال يک «طول» می کنيم. بررسی را V داخل يال های سپس

d(u, v) = min(|u − v |, (n −۱)−|u − v |)



رئوس تفـاضل بين يک بار دقيقـاً ۲,۳, . . . ,n −۲ اعداد که می شويم متوجه C۰ دور بررسی با می کنيم. تعريف
می شوند. ظاهر يال يک سر دو

می کنيم: تحليل n بودن فرد يا زوج اساس بر را شده توليد طول های

يال دو دقيقـاً C۰ دور در که دريافت می توان راحتی به شکل مطابق :۲ ≤ L < n−۱
۲ طول های برای •

اجتماع در يال ها اين ، j شيفت های اعمال با داريم. (vn−۲−L vn−۱−L و vL−۱vL (يال های L طول با
عمل دوران مانند بالا شکل روی شيفت ها (اين می شوند ظاهر بار ۲(n −۱) مجموعاً C j دورهای
بار دو دقيقـاً يال ها اين از کدام هر داريم، L طول با يال n −۱ دقيقـاً V مجموعه روی چون می کنند).

می شوند. داده پوشش

طول و است زوج n −۱ است، فرد n چون باشد): فرد n که صورتی (در L = n−۱
۲ ويژه طول برای •

شيفت ها، اعمال با .(v n−۳
۲

v n−۱
۲

(يال می شود توليد يک بار تنها C۰ در طول اين دارد. وجود L = n−۱
۲

دقيقـاً n−۱
۲ طول با يال های تعداد ،V گراف روی طرفی از می شود. توليد طول اين با يال n−۱ مجموعاً

می شود. پيموده بار دو دقيقـاً نيز طول اين با يال پس تاست. n−۱
۲

صورت به يک بار تنها C۰ در شکل مطابق است) n −۲ اختلاف معادل (که ۱ طول :۱ طول برای •
ظاهر C j دورهای در بار n−۱ مجموعاً ۱ طول با شيفت ها، يال های اعمال با می شود. ظاهر vn−۳vn−۲
طول يال های تمام از دقيقـاً نيز Cs دور ديگر، طرف از يک بار). دقيقـاً ۱ طول با يال هر (يعنی می شوند
{C j } خانواده ی در يک بار ۱ طول با يال هر نتيجه در می پيمايد. يک بار را آن ها و است شده تشکيل ۱

می شود. پيموده بار دو دقيقـاً مجموع در و شده ظاهر Cs در يک بار و

{Cs ,C۰,C۱, . . . ,Cn−۲} دورهای nتايیِ خانواده ی و شده اند پيموده بار دو دقيقـاً گراف، يال های همه ی بنابراين
می کند. برآورده را مسئله شرايط تمام


