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است. بخشپذیر ۴٣ بر A =۷p −۶p −۱ عدد کنید ثابت آنگاه باشد، ٣ از بزرگتر و اول عددی p اگر .١

و لازم شرط که کنید رد یا اثبات است. شده داده S مساحت و c و b ،a اضلاع به ABC مثلث .٢
مثلث رأس سه از آن فاصلۀ که گونه�ای به باشد داشته وجود آن درون P مانند نقطه�ای اینکه برای کافی
به مثلثی ،S۱ مساحت و z و y ،a اضلاع به مثلثی که است آن باشد، z و y ،x ترتیب به مزبور
که باشد داشته وجود S۳ مساحت و y و x ،c اضلاع به مثلثی و S۲ مساحت و z و x ،b اضلاع

.S۱+S۲+S۳ = S

ویژگی این دارای که کنید پیدا را m طبیعی عدد کوچکترین باشند. طبیعی عدد دو r و n می�کنیم فرض .٣
Aiها از یکی در ،Ar و . . . ،A۲ ،A۱ زیرمجموعۀ r به {۱,۲, . . . ,m} مجموعۀ افراز هر برای که باشد

باشد. ۱< a
b ⩽۱+ ۱

n که گونه�ای به شوند پیدا b و a عدد دو (۱⩽ i ⩽ r )

یک روی نقطه�ای سه هیچ که گونه�ای به شده�اند داده صفحه در An و . . . ،A۲ ،A۱ نقطه n ⩾۲ تعداد .۴
مانند نقطه�ای یا و متصلند هم به Ai A j پاره�خط با یا A j و Ai نقطۀ دو هر و نیستند واقع راست خط

است. متصل نقطه دو این به A j Ak و Ai Ak پاره�خطهای با که دارد وجود Ak

کنید. پیدا را لازم پاره�خطهای تعداد حداقل الف)

پاره�خط چند حداقل باشد، محدب شش�ضلعی یک A۱A۲A۳A۴A۵A۶ و n = ۶ که حالتی در ب)
گردد. برقرار بالا شرایط تا شود افزوده است لازم

نقاط ]همۀ[ که دارد وجود راست خط بینهایت کنید ثابت آنگاه باشند، متنافر خط دو D۲ و D۱ اگر .۵
فاصله�اند. یک به خط دو این از آنها روی

عدد بینهایت برای f (x)
g (x) کسر که گونه�ای به باشند حقیقی ضرایب با چندجمله�ای دو g (x) و f (x) اگر .۶

ضرایب با چندجمله�ای دو نسبت شکل به می�توان را f (x)
g (x) کنید ثابت آنگاه گردد، گویا مقداری x گویای

نوشت. گویا

١
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.p ≡±۱ (mod ۶) پس است اول عددی p چون .۱

۷۶ ≡۱ ۶۶ ≡۱ (mod ۴۳)

۷۶k ≡۱ ۶۶k ≡۱ (mod ۴۳)

۷≡۱+۶=⇒۷۶k+۱ ≡۶۶k+۱+۱ (mod ۴۳)

۷۵ ≡۶۵+۱ (mod ۴۳)

=⇒۷۶t+۵ ≡۷۵ ≡۱+۶۵ ≡۱+۶۵+۶t (mod ۴۳)

=⇒۷p ≡۶p +۱ (mod ۴۳) p هر برای

که می کنیم فرض می گیریم. نظر در را ABC متساوی الاضلاع مثلث است. غلط شرط .۲

a = b = c =۱, x = y =
p

۳

۳
, z =

p
۲۱

۳

ترتیب همین به .S۱ =p
۳
/
۱۲ با است برابر آن که مساحت دارد وجود z و y ،a اضلاع به مثلثی

اما دارد. وجود
p

۳
/
۱۲ مساحت و y و x ،c و

p
۳
/
۱۲ مساحت و z و x ،b اضلاع به مثلثهایی

درون باید که PC طول زیرا PC = z و PB = y ،PA = x که یافت ABC داخل را P نمی توان
است. بیشتر ،۱ یعنی مثلث ضلع بزرگترین طول از باشد مثلث

یکی در اعداد این از تا دو می گیریم. نظر در را r n+r و . . . ،r n+۱ ،r n اعداد ،m ⩾ r n+r اگر .۳
پس دارند قرار Aiها از

a,b ∈ Ai

a > b

}
=⇒ a

b
= r n + i

r n + j
⩽ r n + r

r n
=۱+ ۱

n

می آوریم. مثال یک m = r n + r −۱ برای

۱
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می کنیم تعریف ۱⩽ i ⩽ r هر برای

Ai = { x | x ≡ i (mod i ) }

اگر .a > b که می گیریم Ai از عضو دو را b و a هستند. مسأله شرایط دارای Aiها می کنیم ادعا
.b = l r + i و a = kr + i که طوری به دارند وجود l و k ،i ̸= r

a

b
= kr + i

l r + i
⩾ (l +۱)r

lr + i
=۱+ r

lr + i

⩾۱+ r

lr
=۱+ ۱

l

>۱+ ۱

n

.b = l r و a = kr که دارند وجود l و k ،r = i اگر

a

b
= kr

lr
= k

l
⩾ l +۱

l
=۱+ ۱

l

>۱+ ۱

n

نمی شود. برقرار حکم و است بیشتر نیز ۱+ ۱
n از باشد، ۱ از بزرگتر a

b اگر صورت هر در پس
.m = r (n +۱) پس

است. حل قابل مسأله پاره خط n −۱ با که می دهد نشان شکل .n −۱ الف) .۴

بدیهی مسأله n =۲ برای می کنیم. ثابت n روی استقرا با است لازم پاره خط n−۱ اقلا˹ که را ادعا این
دارای که را Ak+۱ و . . . ،A۲ ،A۱ نقطۀ k +۱ اکنون باشد. درست n = k برای کنیم فرض است
این در باشد. k از کمتر شکل پاره خطهای کل تعداد که طوری به می گیریم نظر در باشند مسأله شرایط
این و نقطه این اگر (چرا؟). است شده وصل پاره خط یک فقط نقاط این از یکی به کم دستِ صورت
از کمتر با که مسأله) شرایط حفظ (با داشت خواهیم نقطه k نتیجه در کنیم حذف شکل از را پاره خط

استقراست. فرض مخالف که شده اند وصل هم به پاره خط k −۱

می شود. برقرار مسأله شرایط پاره خط دو کردن اضافه با شکل به توجه با ب)  

۴ ۲از صفحه ی
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A1

A2

A3

A4

A5

A6
شود برقرار مسأله شرایط پاره خط یک کردن اضافه با اگر ولی کنیم اضافه پاره خط͋ی به وضوح باید اولا˗
هستند. A۱A۴ یا A۱A۳ شکل) تقارن به توجه (با پاره خطها این شود کاسته مسأله کلیت از اینکه بدون
پاره خط یک تنها کردن اضافه با پس نیستند. مسأله شرایط دارای A۵ و A۲ نقاط صورت دو هر در که

کرد. برقرار را مسأله شرایط نمی توان

صفحۀ می کنیم. رسم D۱ با موازی را ∆ خط M از می گیریم. نظر در D۲ روی را M دلخواه نقطۀ .۵
P تقاطع محل می دهیم. قطع ،(Q) ،D۱ و ∆ فاصلۀ هم صفحۀ با را (P ) ،∆ و D۲ بین زاویۀ نیمساز
است فاصله یک به ∆ و D۲ از است P در A چون باشد δ از نقطه ای A اگر . می نامیم δ را Q و
فاصله یک به D۱ و D۲ از δ نقطۀ هر پس است. فاصله یک به D۲ و ∆ از است Q در A چون و

می آید. به دست خط بینهایت M دادن تغییر با است.

n را f درجۀ اگر می دهیم. انجام مخرج و صورت درجات مجموع روی استقرا با را اثبات اول. روش .۶
،m+n =۱ اگر .(n ⩾m می کنیم (فرض می شود انجام m+n روی استقرا بگیریم m را g درجه و

است. زیر صورت دو از یکی به f است. واضح حکم

f (x)

g (x)
= p

q
(x +a)

f (x)

g (x)
= p

q(x +a)

است. درست m+n برای می کنیم ثابت باشد. درست m+n از کمتر اعداد همه برای حکم کنیم فرض
پس f (x)

g (x) −
f (x۰)
g (x۰) می گیریم را t (x) و گویاست f (x)

g (x) که می گیریم اعدادی از یکی را x۰

t (x۰) = f (x۰)

g (x۰)
− f (x۰)

g (x۰)
= ۰=⇒ (x −x۰) | t (x۰)

f (x)g (x۰)− f (x۰)g (x)

g (x۰)g (x)
= t (x) = (x −x۰)u(x)

مجموع و گویاست.) هم x−x۰ (زیرا می شود. گویا گویاست t که گویایی اعداد از هریک به ازای u(x۰)

چندجمله ای دو q و p که u(x) = p(x)
q(x) پس است. m +n −۱ برابر u مخرج و صورت درجه های

اما هستند. گویا ضرایب با

f (x)

g (x)
= t (x)+ f (x۰)

g (x۰)

۴ ۳از صفحه ی
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= (x −x۰)u(x)+ f (x۰)

g (x۰)

= (x −x۰) p(x)+ (
f (x۰)/g (x۰)

)
q(x))

q(x)

می گیریم، نظر در می کند صدق شرایط در که را
g

f
،

f

g
جای به بود، کمتر مخرج درجۀ از صورت درجۀ اگر

می دهیم. ادامه را کار و

n+m+۱ به ازای f
g اگر می کنیم ثابت باشد. m درجۀ از g و n درجۀ از f می کنیم فرض دوم. روش

نوشت. گویا ضرایب با چندجمله ای دو تقسیم صورت به می توان را f
g آنگاه شود گویا گویا، مقدار

n = deg( f ),m = deg(g ), t = n +m +۱

α۱, . . . ,αt ∈Q,
f

g
(α۱), . . . ,

f

g
(αt ) ∈Q,

f

g
(αi ) =βi

m درجۀ از چندجمله ای یک را q و ۱ برابر درجه بزرگترین ضریب با n درجۀ از چندجمله ای یک را p
که طوری به می گیریم

p(αi ) =βi q(αi ), i =۱, . . . , t

چندجمله ای دو کنیم تقسیم f در xn ضریب بر را g و f اگر زیرا دارند وجود چندجمله ایهایی چنین
می کنند. صدق بالا تساوی t در جدید

p(x) = xn +an−۱xn−۱+·· ·+a۰

q(x) = bm xm +bm−۱xm−۱+·· ·+b۰

معادلات مجموعۀ و

αn
i +an−۱α

n−۱
i +·· ·+a۰ =βi (bmαm

i +bm−۱α
m−۱
i +·· ·+b۰)

دستگاه ضرایب چون و مجهولند) bها j و aها j ) است جواب دارای i =۱,۲, . . . ,m +n −۱ برای
از هستند. گویا q و p ضرایب پس گویاست. ریشۀ دارای دستگاه هستند، گویا

p(αi )

q(αi )
= f (αi )

g (αi )
, i =۱, . . . ,m +n +۱

می شود نتیجه
pg (αi ) ≡ f q(αi ), i =۱, . . . ,m +n +۱

پس برابرند؛ مقدار m +n +۱ به ازای و است m +n ،pg و f q درجۀ

pg ≡ f q =⇒ p

q
≡ f

g

۴ ۴از صفحه ی
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