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۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

می�کنند: صدق زير رابطه�ی در که باشند مثبت حقيقی عدد سه c و b ،a کنيد فرض .۱

(a2 + b2 + c2)
2
> 2(a4 + b4 + c4)

باشند. مثلث يک اضلاع می�توانند c و b ،a کنيد ثابت

که، به�طوری باشند طبيعی اعدادی d و c ،b ،a کنيد فرض .۲

ab = cd

باشد؟ اول عددی می�تواند S = a+ b+ c+ d آيا

مثلثهای که به�طوری می�گيريم نظر ABCدر مثلث Eخارج Dو مانند نقاطی ABCمفروضاست. مثلث .۳
.(∠E = 900 و ∠D = 900) باشند متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی AEC و ADB

است. الساقين متساوی قائم�الزاويه�ی نيز DFE مثلث کنيد ثابت باشد BC ضلع وسط نقطه�ی F اگر

کنيد ثابت گرفته�اند. قرار دلخواه به�طور متمايز لزوماً نه آبی نقطه�ی n و قرمز نقطه�ی n راست خط يک روی .۴
نيست. کمتر يکسان رنگهای با نقاط دوبه�دو فواصل مجموع از متفاوت رنگهای با نقاط دوبه�دو فواصل مجموع
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با است معادل شده داده نابرابری که کرد ثابت می�توان آسانی به .۱

(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a)(a+ b+ c) > 0

جمله�های اين�صورت، در .a ≤ b ≤ c کنيد فرض مسأله کليت از شدن کم بدون باشد، برقرار رابطه اين اگر
همان اين و a + b > c يعنی باشد. مثبت بايد نيز اول جمله�ی بنابراين مثبت�اند. چهارم و سوم دوم،

برقرارند. روشنی به نيز مثلث ديگر نابرابری دو است. مثلث نابرابری

می�کنيم. ثابت و بيان را زير لم ابتدا .۲
t و z ،y ،x طبيعی عددهای آنگاه ،ab = cd که به�طوری باشند طبيعی عددهايی d و c ،b ،a اگر لم.

که دارند وجود
a = xy, b = zt, c = xz, d = yt

نشان را n مشترکmو مقسوم�عليه بزرگترين (m,n) اين�جا در (که x = (a, c) که کنيد فرض برهان.
و a′|c′d پس a′|a′b چون .a′b = c′d اين�صورت، در .c = xc′ و a = xa′ کنيد فرض می�دهد).
معادله در جايگذاری با و b = c′v مشابه دليل به .d = a′u بنابراين، .a′|d پس (a′, c′) = 1 چون

□.t = u = v و z = c′ ،y = a′ دهيم قرار است کافی حال .u = v می�شود نتيجه
بالا، لم بنابر حال

a+ b+ c+ d = xy + zt+ xz + yt = (x+ t)(y + z)

است. مرکب عددی S بنابراين، و

می�کنيم. بنا AC و AB اضلاع روی را APQC و AMNB مربع دو اثبات، برای .۳
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روشن می�گيريم. درنظر را ACM و ABP مثلث دو حال مربع�اند. دو اين مراکز F و E که است واضح
که است

AB = AM, AC = AP, ∠MAC = ∠BAP

.BP = MC بنابراين مساوی�اند. مثلث دو اين پس
به AMC مثلث دوران از ABP مثلث که است روشن ،AP⊥AC و AM⊥AB اينکه به توجه با

.MC⊥BP بنابراين می�آيد. به�دست 900 اندازه�ی
BP موازی EF بنابراين است کرده وصل هم به را BCP مثلث ضلع دو وسطهای FE که است روشن
MC و BP چون است. آن نصف برابر و MC موازی نيز FD مشابه دليل به است. آن نصف برابر و
ثابت را مسأله حکم اين و عمودند هم بر و برابر نيز FE DFو که می�شود نتيجه هم�اند، بر عمود و مساوی

می�کند.

نقطه�ی دهند. نمايش را آبی نقاط Bn و . . . ،B2 ،B1 و قرمز نقاط An و . . . ،A2 ،A1 که کنيد فرض .۴
(i = 1, 2, . . . , n) bi = و ai = |OAi| می�دهيم قرار و می�کنيم انتخاب خط اين روی Oرا دلخواه

که کرد فرض می�توان مسأله کليت از شدن کاسته بدون .|OBi|

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an

و
b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn

بنويسيم می�توانيم ∑اکنون
i<j

|ai − aj |+
∑
i<j

|bi − bj | =
∑
i<j

(aj − ai) +
∑
i<j

(bj − bi)

=
∑
i<j

(aj − bi) +
∑
i<j

(bj − ai)

≤
∑
i<j

|aj − bi|+
∑
i<j

|bj − aj |

≤
∑
i,j

|ai − bj |.

۳ ۲از صفحه�ی
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است. مسأله حکم همان دقيقاً اين و
بگيريم، درنظر نيز اقليدسی بعدی nـ� فضای يک در بگيريم، خط روی اينکه به�جای را نقاط اگر يادداشت.
مسأله خاص حالت اين برای لوی قضيه�ی بستن به�کار با مطلب اين بود. خواهد درست مسأله حکم کماکان

می�کنيم بيان را قضيه اين می�شود. نتيجه کرديم بررسی که
که کنيد فرض قضيه.

(1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ r)aij , (1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ r)bij

نابرابری اگر باشند. دلخواه و حقيقی اعدادی

p∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
r∑

j=1
aijvj

∣∣∣∣∣∣ ≤
q∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
r∑

j=1
bijvj

∣∣∣∣∣∣
ضرب فضای يک بردارهای برای نابرابری اين آنگاه باشد، درست (1 ≤ j ≤ r)vj حقيقی مقادير برای

ماند. خواهد برقرار نيز (Rn (مانند حقيقی داخلی

۳ ۳از صفحه�ی
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