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۱۳۷۶ ارديبهشت برگزاری: زمان
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که کنيد ثابت آنگاه ،3x2 + x = 4y2 + y باشيم: داشته که به�طوری باشند طبيعی عدد دو y و x اگر .۱
است. کامل مربع يک x− y

ديگر نقطه�ی P و بوده KN امتداد در نقطه�ای M باشند. مماس C دايره�ی بر KN و KL کنيد فرض .۲
می�گيريم. ML بر N از واصل عمود پای را Q است. KLM مثلث محيطی دايره�ی با C دايره�ی تقاطع

.∠MPQ = 2∠KML کنيد: ثابت
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يک و +۱ عدد يک فقط ستون و سطر هر در که به�طوری داريم −1 و +1 ،۰ اعداد از n × n جدول يک .۳
می�توان يکديگر با ستونها و يکديگر با سطرها جابه�جايی متناهی تعدادی با کنيد ثابت دارد. وجود -۱ عدد

کرد. عوض ها -۱ با را ها +۱ جای

کنيد: ثابت .x1x2x3x4 = 1 که باشند مثبت حقيقی عدد چهار ،x4 و x3 ،x2 ،x1 کنيد فرض .۴
4∑

i=1
x3
i ≥ max

{ 4∑
i=1

xi,

4∑
i=1

1
xi

}

.({a, b} مجموعه�ی عضو بزرگترين يعنی max{a, b})

قطع D نقطه�ی در را BC ضلع A رأس از شده خارج ارتفاع حاده�اند. C و B زاويه�های ABC مثلث در .۵
قطع F و E نقاط در ترتيب به را AD ارتفاع C Bو زاويه�ی دو نيمسازهای کنيد فرض همچنين می�کند.

است. الساقين متساوی ABC مثلث آنگاه ،BE = CF اگر کنيد: ثابت کنند.

۱
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ذکر با را p مقدار بزرگترين باشد، اول عدد يک p =
b

4

√
2a− b

2a+ b
و باشند طبيعی عدد دو b و a اگر .۶

کنيد. پيدا دليل،

۲ ۲از صفحه�ی
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کشور رياضی

۱۳۷۶ ارديبهشت برگزاری: زمان
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يا و 3(x2 − y2) + (x− y) = y2 با است ارز هم معادله .۱

(x− y)(3(x− y) + 6y + 1) = y2

.p|d که بگيريد درنظر اولی عدد را p ،d > 1 اگر .d = (x− y, 3(x− y) + 6y+ 1) می�دهيم قرار
،p|d چون و p|3(x − y) + 6y درنتيجه .p|y آنجا از و p|y2 داريم قبل رابطه�ی از ،p|x − y چون
چون صورت اين در .d = 1 پس است. غيرممکن که p = 1 بنابراين، .p|3(x − y) + 6y + 1 پس
دو اين حاصل�ضرب و است يک برابر (x− y) و 3(x− y) + (6y + 1) مشترک مقسوم�عليه بزرگترين

می�کند. ثابت را حکم اين و کامل�اند مربع دو هر بنابراين است کامل مربعی عدد

باشد. MN با SP امتداد تقاطع نقطه�ی R و C دايره�ی با ML خط دوم تقاطع نقطه�ی S کنيد فرض .۲
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که کنيد توجه
∠KPL = ∠KLM = ∠LPS
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و
∠SPM = ∠LPK = ∠KML

پس، است. مماس M در KM بر SMP مثلث محيطی دايره�ی بنابراين،

(RM)2 = RS ·RP = (RN)2

نتيجه، در است. MNQ مثلث محيطی دايره�ی مرکز و MN وسط R يعنی RN؛ = RM بنابراين،

∠MPS = ∠SMR = ∠MQR

بنابراين، و دارند قرار دايره يک روی Q و P ،R ،M پس

∠MPQ = ∠MPS + ∠RPQ = ∠KML+ ∠KML = 2∠KML

عددهای به�ازای حکم کنيم فرض است. بديهی n = 2 به�ازای حکم می�کنيم. ثابت n روی استقرا به را حکم .۳
باشد. درست n از کوچکتر طبيعی

از {βi} و {αi} دنباله�های حال می�دهيم. نشان A(a, b) با را جدول b ستون و a سطر در واقع درايه�ی
می�کنيم: تعريف چنين را 1 ≤ βi ≤ n و 1 ≤ αi ≤ n شرط با طبيعی اعداد

A(α1, β1) = −1, A(αi, βi) = −1, A(αi+1, βi) = 1

تعريف يکتا طور به βiها و αiها دارد وجود -۱ عدد يک و ۱ عدد يک فقط ستون هر و سطر هر در (چون
طبيعی عددهای کنند، اختيار می�توانند را متمايز مقدار n فقط {αi} دنباله�ی عضوهای چون اما می�شوند)

از اين�صورت، در .αk = αe که دارند وجود e < k به�طوری e و k

A(αk, βk−1) = A(αe, βe−1) = 1

از سپس و βk−1 = βe−1 می�شود نتيجه

A(αk−1, βk−1) = A(αe−1, βe−1) = 1

و α1 = αk−e+1 کنيم ثابت و دهيم ادامه می�توانيم ترتيب همين به و αk−1 = βe−1 می�شود نتيجه
.β1 = βk−e+1

است. درست استقرا با حکم k − e < n اگر حال
ستونهای و سطرها شماره�ی از جايگشتی β1, . . . , βn و α1, α2, . . . , αn آنگاه k − e = n اگر
دنباله�ی به α1, . . . , αn دنباله�ی که کنيم جابه�جا طوری را جدول سطرهای است کافی پس جدول�اند.
β1, . . . , βn دنباله�ی که کنيم جابه�جا طوری را سپسستونهایجدول و شود ,α1تبديل αn, αn−1, . . . , α2

شود. تبديل βn, βn−1, . . . , β1 دنباله�ی به

که کنيد توجه .۴∑4
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هندسی ـ� حسابی ميانگين نامساوی بنابر
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۴ ۲از صفحه�ی
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می�شود نتيجه ،
∑4

i=1 x
3
i مجموع ديگر جمله�های بر نامساوی اين اعمال با ترتيب به�همين
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بنويسيم می�توانيم توانی نامساوی به توجه با ديگر، قسمت اثبات برای
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3 ≥ 16

∑4
i=1 xi کنيم ثابت است پسکافی .

∑
xi

3 ≥ 1
16 (
∑
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3 با است ارز هم که

هندسی حسابی�ـ� نامساوی به توجه با نيز اين و
∑4

i=1 xi ≥ 4 کنيم ثابت بايد پس
∑4

i=1 xi > 0 چون
است. روشن Π4

i=1xi = 1 تساوی و

در .AB < AC مثلاً نباشد، متساوی�الساقين ABC مثلث کنيد فرض می�کنيم. استفاده خلف برهان از .۵
بود. خواهد C و D بين B′ باشد، D به نسبت B قرينه�ی B′ اگر پس .BD < CD اين�صورت
B′E < CE ≤ CF می�شود نتيجه اين�صورت در زيرا باشد D و F بين نمی�تواند E نقطه�ی

A

B CD

E

F
X

B 0

و A بين E پس است. فرض خلاف که است BE < CF گرفت نتيجه می�توان BE = B′E چون و
نيمساز Xروی می�کنند. Xقطع مانند نقطه�ای در را يکديگر FC و EB′ پاره�خط دو درنتيجه است. F
از پس دارد. قرار ∠AB′D نيمساز Xروی ضمناً است. فاصله يک DCبه ACو Xاز پس است. ∠C
عمود خط کنيم، عمود AC به X از اگر زيرا است ناممکن اين ولی است. فاصله يک به نيز DC و AB′

فاصله�ی از بيشتر AC تا X فاصله�ی پس می�کند. قطع را AB′ ،AC با برخورد از قبل X از شده خارج
باشند. برابر بايد فاصله دو اين بالا استدلال بنابر ولی است. AB′ تا X

قرار . 4p
2

c2 = a−c
a+c يعنی .p = c

2

√
a−c
a+c آنگاه b = 2c اگر است. زوج عددی b که است روشن .۶

داشت خواهيم آنگاه (a − c, a + c) = k اگر حال .(m,n) = 1 که 4p2

c2 = m2

n2 می�دهيم
نتيجه ،2p = cm

n داشتيم چون و 2c = k(n2 − m2) پس .a − c = kn2 و a + c = km2

.4p = k(n2−m2)m
n می�شود

.8|n2 −m2 آنگاه باشند فرد دو هر n mو اگر است. فرد آنها از يکی فقط يا فردند دو هر يا n mو حال
2c = k(n2 − m2) رابطه�ی از باشند متفاوت زوجيت دارای n و m اگر .p = 2 پس .8|4p پس
پس .n|k می�شود نتيجه (n2 −m2, n) = 1 چون و .k = 2r پس است. زوج k که می�شود نتيجه

۴ ۳از صفحه�ی
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چهار حاصل�ضرب به�صورت شکل دو به فقط 2p اما .2p = s(n−m)(n+m)m بنابراين، .r = ns
نمی�گيريم) درنظر را (ترتيب می�شود نوشته صحيح عدد

2p = 2p× 1× 1× 1, 2p = p× 2× 1× 1

اگر حال
(n−m)(n+m)m = 2p× 1× 1× 1

پس .n−m = 1 mو = 1 ،n+m = 2p بنابراين، n+m = 2pپس n+m > m چون آنگاه
اين�صورت در زيرا n +m = 2 باشيم داشته نمی�توانيم حالت اين در نتيجه، در .n +m = 3 ̸= 2p
و m = 2 اگر .n +m = p پس است. ناممکن که n −m = 0 و n = m = 1 می�شود نتيجه
n−m = 2 به�ازای و p = 3 می�شود نتيجه n−m = 1m = 1 اگر و p = 5 آنگاه n−m = 1

است. p مقدار بزرگترين p = 5 پس نيست. ممکن که p = 4 می�شود نتيجه

۴ ۴از صفحه�ی
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