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شود؟ حاصل 2 از ديگری توان ارقامش جابه�جايی با که دارد وجود باشد 2 از توانی که مثبتی و صحيح عدد آيا .۱
چرا؟

قائم�الزاويه�ی مثلثهای می�گيريم. نظر در ∠C > 45◦ و ∠B > 45◦ فرض با را ABC مثلث .۲
∠CAM = ∠BAN = که می�سازيم طوری ABC خارج در را BAN و CAM متساوی�الساقين
.∠P = 90◦ که می�سازيم طوری را BPC متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث ABC داخل در و ،90◦

است. متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث يک نيز MPN مثلث که کنيد ثابت

درخت عدد 10000 تعداد و شده تقسيم متساوی�الفاصله نقاط از 100×100 شبکه�ای به مربع�شکل زمين يک .۳
را کنيم قطع می�توانيم که درختهايی تعداد ماکزيمم است. شده کاشته شبکه اين نقاط از يکی در کدام هر
نبينيم. را ديگری بريده�شده�ی درخت هيچ بگيريم قرار شده�ای بريده درخت هر محل در اگر که کنيد پيدا

باشد.) واقع نشده�ای بريده درخت بريده�شده، درخت دو هر بين واصل پاره�خط روی (يعنی

زير به�صورت m طبيعی عددهای همه�ی .۴

m =
1
a1

+
2
a2

+ · · ·+ 1378
a1378

باشند. مثبت و صحيح اعدادی a1378 و · · · ،a2 ،a1 آن در که کنيد پيدا را

نقاط حال دارند. قرار CA و BC ،AB روی به�ترتيب R و ،Q ،P نقاط است. مفروض ABC مثلث .۵
با BC ،A′B′ با AB که می�گيريم نظر در طوری RQ و QP ،PR روی به�ترتيب را C ′ و B′ ،A′

که کنيد ثابت باشند. موازی C ′A′ با CA و B′C ′

AB

A′B′ =
PQRمساحت
A′B′C مساحت′

که پاره�خطهايی همه�ی .(n ≥ 2) باشند صفحه در متمايز نقطه�ی n ،An و · · · ،A2 ،A1 کنيد فرض .۶
رنگ به را پاره�خطها اين از يک هر وسط و می�گيريم نظر در را می�آيند به�دست نقاط اين دوبه�دوی اتصال از

تاست؟ چند به�دست�آمده قرمز نقاط تعداد حداقل می�کنيم. رنگ قرمز،
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بدون باشند. يکسان آنها رقمهای که باشند ۲ توان دو b = 2n و a = 2m کنيد فرض ندارد. وجود خير .۱
ده�دهی نمايش در b و a رقمهای تعداد و a < b چون .m < n که کنيد فرض مسأله، کليت از شدن کم
بود. خواهد ۳ يا ،۲ ،۱ اعداد از يکی n−mپس .2n−m < 10 درنتيجه، و b

a < 10 پس است، برابر آنها
يعنی همنهشت�اند؛ 9 پيمانه�ی به b و a پس هستند، يکسان b و a رقمهای چون اما

9|b− a = 2m(2n−m − 1)

،n−m ∈ {1, 2, 3} اينکه به توجه با اما .9|2n−m − 1 بايد پس اول�اند، به�هم نسبت ۲ و 9 چون اما
نيست. ممکن چيزی چنين

دهد. نشان را α زاويه�ی اندازه�ی به X نقطه�ی حول دوران R(X,α) که کنيد فرض .۲

CB

A

MN

P

است. E مانند نقطه�ای حول 180◦ اندازه�ی به دورانی T = R(P, 90◦) ◦ R(A, 90◦) که کنيد توجه
يعنی است. همانی تابع T ◦ T پس

R(P, 90◦) ◦R(A, 90◦)0R(P, 90◦) ◦R(A, 90◦)(Q) = Q

۱
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،R(A, 90◦)(N) = B که است روشن می�کنيم. پيدا N نقطه�ی بر را تساوی چپ سمت اثر حال
پس، .R(A, 90◦)(C) = M و R(P, 90◦)(B) = C

R(P, 90◦)(M) = N

کنيم. ثابت می�خواستيم که است چيزی همان اين و

باشند. گرفته قرار 0 ≤ i, j ≤ 99 که (i, j) نقطه�های در مختصات، صفحه�ی در درختها که کنيد فرض .۳
می�کنيم. تقسيم چهارتايی گروههای به شکل مطابق را درختها

درخت چهار از گروه هر يعنی

(2i, 2j), (2i, 2j + 1), (2i+ 1, 2j), (2i+ 1, 2j + 1), 0 ≤ i, j ≤ 49

از پس می�بينند. را يکديگر باشند داشته قرار گروه يک در که درخت دو که است روشن است. شده تشکيل
خاصيت که کرد قطع می�توان را درخت ۲۵۰۰ حداکثر پس کرد. قطع می�توان را درخت يک حداکثر گروه هر

بماند. برقرار مسأله نظر مورد
قطع درختهای از يک هر محل از که به�طوری کرد قطع را درخت ۲۵۰۰ می�توان که می�دهيم نشان اکنون
دو از را آنها مختصات که درختهايی است کافی کار اين برای ديد. را ديگری شده�ی قطع درخت نتوان شده
(2i, 2j) که کنيد فرض .0 ≤ i, j ≤ 49 ازای به (2i, 2j) درختهای يعنی است، شده تشکيل زوج عدد

کنيد تعريف باشند. شده قطع درخت دو محل (2i′, 2j′) و

a = 2i− 2i′, b = 2j − 2j′

a = 0 اگر دهيم. نشان n و m با به�ترتيب می�شمارند را b و a که را ۲ توانهای بزرگترين کنيد فرض
نقطه�ی اين�صورت در .m ≤ n کنيد فرض .n = ∞ دهيد قرار b = 0 اگر و .m = ∞ دهيد قرار
توجه اما است. فرد عددی آن مختصهای از يکی دست�کم که است صحيح مختصات با نقطه�ای ( a

2m , b
2m )

(2i′, 2j′), (2i, 2j) نقطه�ی دو که دارد قرار پاره�خطی روی (2i′ + a
2m , 2j′ + b

2m ) نقطه�ی که کنيد
است. فرد عددی آن مختصهای از يکی دست�کم و می�کند وصل به�هم را

می�کنيم: ثابت استقرا به را زير کلی�تر ادعای .۴
شکل به را آنها می�توان که اعدادی همه�ی ،n طبيعی عدد برای

1
a1

+
2
a2

+ · · ·+ n

an
, (1 ≤ i ≤ n, ai ∈ N)

۴ ۲از صفحه�ی
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.n(n+1)
2 و . . . ،۲ ،۱ از عبارتند داد نمايش

می�شود نتيجه ai ≥ 1 از داد، نمايش بالا به�صورت بتوان را x اگر که است روشن

x ≤ 1+ 2+ · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
فرض است. روشن n = 1 به�ازای حکم درستی می�کنيم. استفاده استقرا از مطلب، اين عکس اثبات برای

به�صورت می�توان را k آنگاه ،k ≤ n(n−1)
2 اگر پس باشد. درست n− 1 به�ازای حکم کنيد

k =
1
a1

+ · · ·+ n− 1
an−1

می�شود نتيجه ،an = 1 دهيم قرار اگر اما داد. نمايش

k + n =
1
a1

+ · · ·+ n− 1
an−1

+
n

an

n+ 1 ≤ k n(n+1)
2 که را k مانند طبيعی اعداد همه�ی پس ،n+ 1 ≤ k + n ≤ n(n+1)

2 چون و
بالا شکل به می�توان نيز را n و . . . ،۲ ،۱ اعداد که دهيم نشان است کافی داد. نمايش بالا به�صورت می�توان

می�آيد: به�دست زير نمايش k = 1 برای داد. نشان

1 =
1
n
+

2
2n + · · ·+ n

n2

کنيد، تعريف 2 ≤ k ≤ n به�ازای

ak−1 = 1, ai = (n− 1)i, i ̸= k − 1

پس،
1
a1

+ 2
a2

+ · · ·+ n
an

= k+1
ak−1

+
∑

i ̸=k−1

i

ai

= k − 1+
∑

i ̸=k−1

i

(n− 1)i

= k − 1+ n−1
n−1

= k

،AA′ خطهای يعنی متجانس�اند. درنتيجه و متشابه دارند، موازی اضلاع که ABC و A′B′C ′ مثلثهای .۵
کنيد فرض همرس�اند. K مانند نقطه�ای در CC ′ و BB′

A′B′

AB
=

B′C ′

BC
=

C ′A′

CA
= λ

می�شود نتيجه موازی�اند، A′B′ و AB چون باشد. A′B′ و KP تلاقی محل P1 که کنيد فرض

KP1
PP1

=
KP1

KP −KP1
=

λ

1− λ

۴ ۳از صفحه�ی
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بنويسيم می�توانيم دهيم، نشان [△] با را △ شکل مساحت اگر بنابراين،

[KAB′]

[KA′PB′]
=

[KAB′]

[KA′B′] + [A′PB′]
= λ

ترتيب، همين به
[KB′C ′]

[KB′QC ′]
=

[KC ′A′]

[KC ′RA′]
= λ

بنابراين،
[A′B′C ′]

[PQR]
=

[KA′B] + [KB′C ′] + [KC ′A′]

[KA′PB′] + [KB′QC ′] + [KC ′RA′]
= λ

می�کند. اثبات را مسأله حکم که

2n−3 دست�کم که می�کنيم ثابت ابتدا است. 2n−3 برابر آمده به�دست نقاط تعداد حداقل که می�کنيم ادعا .۶
می�دهيم: انجام دوگام در را اثبات می�آيد. به�وجود نقطه

دارند. قرار خط يک روی An ،. . . ،A1 نقاط نخست. گام
فرض می�کنيم. انتخاب محور جهت به�عنوان را جهت يک و مبدأ به�عنوان خط اين روی را O دلخواه نقطه�ی
می�توان مسأله، کليت از شدن کم بدون شوند. an و . . . ،a2 ،a1 حقيقی اعداد با متناظر فوق نقاط که کنيد

چون اما .a1 < a2 < · · · < an که کرد فرض

a1 + a2
2 <

a1 + a3
2 < · · · < a1 + an

2 <
a2 + an

2 < · · · < an−1 + an
2

متمايزند. نقطه�ی 2n− 3 ،An−1An و . . . ،A2An ،A1An ،. . . ،A1A2 پاره�خطهای وسط نقاط
کافی کار اين برای باشند. متمايز l Aiبر نقاط تصوير که می�کنيم انتخاب طوری صفحه در را l خط دوم. گام
تصويرهای Bn و . . . ،B1 اگر نباشد. عمود AiAj خطوط از يک هيچ بر که بگيريم چنان را l خط است
را نقطه 2n− 3 دست�کم ها BiBj وسطهای نخست، گام استدلال بنابر باشند، l بر An و . . . ،A1 نقاط

می�کنند. مشخص را نقطه 2n− 3 دست�کم نيز AiAjها وسطهای پس می�کنند. مشخص
قرمز نقطه هر بگيريم، راست خط روی n و . . . ،۲ ،۱ اعداد با متناظر نقاط را An و . . . ،A1 اگر همچنين

دارد. وجود قرمز نقطه�ی 2n− 3 پس .3 ≤ a < 2n− 1 که داشت خواهد a
2 به�صورت مختصی

۴ ۴از صفحه�ی
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