




او نام به
۱۳۸۳ رياضی، المپياد دوره�ی دومين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

داريم: نيم�سازها قضيه�ی بنابر است، B زاويه�ی نيم�ساز BI .۱
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داريم: نتيجه در
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IaD
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داريم ،BD
AB ≥

√
۲
۲ دهيم نشان است کافی √بنابرای

۲
۲ = sin(۴۵◦) = BH

AB
≤ BD

AB

بنابراين نيست، بيش�تر BD طول از آن طول نتيجه در و می�باشد AD بر B از وارد عمود پای H آن در که
می�شود. ثابت حکم

داريم: مسئله فرضيات بنابر .f(x)− x۲ − x ≤ f(y)− y۲ − y دهيم نشان بايد ،x ≤ y کنيد فرض .۲
f(x)− ۳x ≤ f(y)− ۳y, f(x)− x۳ ≤ f(y)− y۳

پس
f(y)− f(x) ≥ ۳y − ۳x, f(y)− f(x) ≥ y۳ − x۳

نشان است کافی کار اين برای می�شود. ثابت حکم ،f(y)− f(x) ≥ y۲ + y−x−x۲ دهيم نشان اگر حال
فرض است، مساوی يا کوچک�تر y۳ − x۳ و ۳y − ۳x عبارت دو از يکی حداقل از y۲ + y − x − x۲ دهيم

صورت اين در نباشد، درست اخير مطلب کنيد
y۲ + y − x۲ − x > ۳y − ۳x, y۲ + y − x۲ − x > y۳ − x۳

پس
(y − x)(y + x+ ۱) > ۳(y − x), (y − x)(y + x+ ۱) > (y − x)(y+xy + x۲)

داريم: y − x بودن مثبت به توجه با که
x+ y + ۱ > ۳, y + x+ ۱ > y۲ + xy + x۲

می�آيند: در زير شکل به بالا نتايج ،P = xy و S = x+ y بگيريم اگر
S > ۲, S + ۱ > S۲ − P

دو و رابطه اين از استفاده با ،S۲

۴ ≥ P که ديد می�توان حسابی�هندسی نامساوی از استفاده با طرفی از
داريم: بالا رابطه�ی

S +
S۲

۴ + ۱ > S + P + ۱ > S۲

نشان حاصل تناقض می�باشد. غلط S > ۲ اين�که به توجه با مطلب اين که ۳S۲ − ۴S − ۴ < ۰ نتيجه در
اين و است مساوی يا کم�تر y۳ − x۳ يا و ۳y − ۳x عبارت دو از يکی حداقل از y۲ + y − x۲ − x می�دهد

می�کند. ثابت را حکم مطلب

۱



از جاده ۳۰ مرمت وظيفه�ی شرکت هر )) که شود انجام شکل اين به تصحيح يک بايد مسئله صورت در .۳
می�پردازيم. مسئله حل به حال است.)) گرفته عهده به را دارد نمايندگی سرش دو هر در که آن�هايی بين
کند. مرمت می�تواند را جاده (

n
۲
) حداکثر آن�گاه دارد، نمايندگی شهر n در شرکت يک کنيم فرض اگر

۹ در حداقل شرکت هر يعنی ،n ≥ ۹ می�دهد نشان رابطه اين که ،(n۲) ≥ ۳۰ باشيم داشته بايد بنابراين
دارد. نمايندگی شهر

حداقل آن در که دارد وجود شهری پس دارد، وجود شهرها در نمايندگی ۷۲۰ = ۸۰× ۹ حداقل ۷۲۰⌉بنابراين
۱۰۰

⌉
= ۸

دارد. وجود نمايندگی

.f(n) ≤ n بايد nطبيعی عدد هر ازای به نتيجه در .f(n)|nپس ۲f(n)|۲n داريم ،m = n دهيم قرار اگر .۴
پس است نامتناهی اول اعداد تعداد چون صورت اين در باشد، دل�خواهی طبيعی عدد m کنيد فرض حال
صورت اين در می�دهيم. قرار را P −m اصلی رابطه�ی در n جای به حال دارد، وجود P > m اول عدد

داريم:
f(m) + f(P −m)|P ⇒ f(m) + f(P −m) = P

تساوی اخير نامساوی دو هر در بالا رابطه�ی به توجه با پس f(P −m) ≤ P −m و f(m) ≤ m چون اما
تابع تنها که می�دهد نشان مطلب اين است. برقرار طبيعی عدد هر برای f(m) = m پس است. برقرار

است. همانی تابع نظر مورد

نيم�ساز AD چون که کنيد دارند.(توجه قرار دايره يک روی Y و X ،C � ،B نقطه�ی چهار مسئله در .۵
پس .MB = MC نتيجه در هستند، برابر هم با محيطی دايره�ی روی MC و MB کمان دو پس است،

داريم: پس می�گذرد.) هم C از MB شعاع و M مرکز به دايره�ی
BD ×DC = DX ×DY

پس دارند. قرار محيطی دايره�ی روی نيز M و C ،B ،A نقطه�ی چهار طرفی از
AD ×DM = BD ×DC

داريم: فوق روابط از استفاده با
AD ×DM = DX ×DY

۲



با .∠XYM = ∠XAM ، ∠Y XM = ∠Y AM نتيجه در است، محاطی AXMY چهارضلعی پس
Y و X از که است دايره�ای مرکز M)است متساوی�الساقين XYM مثلث که اين و اخير روابط به توجه

می�باشد. مسئله حکم همان که ∠Y AM = ∠MAX داريم می�گذرد).

تمام تمساح n با يعنی می�شوند، تهديد خانه�ها تمام دهيم قرار تمساح مهره�ی يک ستون هر در اگر .۶
αi کنيد فرض نيست. امکان�پذير تمساح n از کم�تر با کار اين که می�دهيم نشان می�شود. تهديد صفحه
،i۲ ،i۱ ستون�های در مهره�ها تعداد اگر باشد. iام ستون در تمساح�ها تعداد نشان�دهنده�ی (۱ ≤ i ≤ n)

باشيم: داشته بايد باشد، صفر ik .و . .
αi۱−۱ + αi۱+۱ ≥ m

αi۲−۱ + αi۲+۱ ≥ m
...

αik−۱ + αik+۱ ≥ m

اين خانه�های از کدام هر چون باشد صفر مهره�ها تعداد ستون يک در اگر که است اين مطلب اين دليل
و اول ستون باشد.(اگر داشته وجود تمساح m حداقل آن مجاور ستون دو در بايد شود، تهديد بايد ستون
باشد.) تمساح ستون آن خانه�های همه�ی در بايد و دارد مجاور ستون يک تنها باشد نداشته مهره آخر يا
است. mk مساوی يا بزرگ�تر آن�ها همه�ی جمع می�شود نتيجه کنيم، جمع را نامساوی�ها اين همه�ی اگر

است: برقرار زير نامساوی�های از يکی حداقل پس
k∑

j=۱
αij−۱ ≥

mk

۲ ,
k∑

j=۱
αij+۱ ≥

mk

۲

۳



است.) صفر نياز صورت در αn+۱ يا و α۰ از (منظور
اگر که کنيد (توجه است. mk

۲ مساوی يا بزرگ�تر آن�ها مجموع که هستند موجود αiها از تا k بنابراين
مجموع�شان αiها از از kتا − ۱ که است ممکن آن�گاه باشد، صفر مهره�هايش تعداد آخر يا اول ستون

بود.) خواهد به�تر ما تخمين در مطلب اين که باشد mk
۲ مساوی يا بزرگ�تر

حداکثر مجموع و است صفر برابر جمله k است، مهره�ها تعداد نشان�دهنده�ی که ∑n
i=۱ αi عبارت در حال

پس هستند. يک حداقل کدام هر هم ديگر جمله�ی n− ۲k و است mk
۲ حداقل ديگر جمله�ی k

n∑
i=۱

αi ≥
mk

۲ + (n− ۲k)

پس mk
۲ ≥ ۲k داريم ،m ≥ ۴ چون

mk

۲ + (n− ۲k) ≥ n

می�کند. تمام را اثبات مطب اين و داريم نياز تمساح m به حداقل بنابراين

۴
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